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Le Cours de Mathématiques pures , à l’usage de l’Ecole 
centrale des Quatre-Nations , est composé ainsi qu’il suit : 

I. Traité élémentaire d’ Arithmétique. 

II. Elémens d’ Algèbre. /. 

III. Elémens de Géométrie, précédés de réflexions sur- 
l’ordre à suivre dans ce*. Elémens, sur la manière de les 
écrire, et sur la méthode en Mathématiques. 

IV. Traité élémentaire de Trigonométrie rectiligne et 
sphérique, et d’ Application de l’Algèbre à la Géométrie. 

V. Traité élémentaire du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral. 

Il y a en outre : 

Le complément des Elémens d’ Algèbre. 

Le complément des Elémens de Géométrie. ^ 
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PRÉFACE. ( 

% 

«T’ai déjà eu occasion d’indiquer dans une 
des notes du discours préliminaire de mon 
Traité Elémentaire de Calcul différentiel 
et de Calcul intégral , une partie des vues 
qui m’ont dirigé dans la rédaction de l’ou- 
vrage dont je donne en ce moment la troi- 
sième édition.; mais je les exposerai ici dans 
leur entier, parce que je ne crois pas que 
ces discussions soient étrangères au progrès 
de la science , sur - tout lorsqu’elles sont 
fondées sur l’expérience de l'enseignement.! 
Ce n’est pas assez d’exposer les méthodes que 
l’on croit les plus convenables, il faut encore 
faire conneltre les considérations qui le# 
rendent préférables aux autres ; et ces déve- 
loppemens , qui ne peuvent s’adresser qu’aux 
personnes déjà familiarisées avec le sujet , 
aux professeurs mêmes , ne formant dans 
le corps de l’ouvrage que des digressions 
obscures pour la plupart des élèves , et pou- 
vant même rebuter leur attention , sont 
• mieux placés sans doute dans la préface 
qu ailleurs, i 

Commençons d’abord par ce qui regarde 
l’étendue donnée aux matières ; j’aurai peu 
de choses à dire à cet égard pour les deux 
trigonomé tries. Dans la trigonométrie recti- 

a ij 
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ligne le but d’un auteur d’élémens est sans 
doute rempli dès qu’il a , d’une manière 
spéciale , fait concevoir au lecteur la nature 
et la formation des tables trigonométriques , 
et qu’il l’a mis en état de les appliquer à la 
résolution des triangles dans tous les cas qui 
peuvent se présenter. A cela j’ai ajouté la 
recherche des premières relations des lignes 
trigonométriques, et ce que j’en ai dit sutht 
pour parvenir aux principaux résultats qu on 
emploie , soit dans le calcul différentiel et 
intégral , soit dans la méchanique. 

Je n’ai pas donné les expressions des sinus 
et des cosinus , en séries ordonnées par rap- 
port aux puissances de l’arc, quoique les 
moyens ne m’ayent assurément pas manque 
pour le faire d’une manière élémentaire ( > 
Dans une matière aussi épuisée , on n’a que 
l’embarras du choix; mais j’ai eu tant d occa- 
sions de me convaincre delà nécessité d éviter 
les doubles emplois , que j’ai cru devoir ren- 
voyer au calcul différentiel une recherche 
qui n’avoit point d’utilité présente , puisqu il 
ne s’assoit pas de faire réellement calculer 


. 

(*) J’aurois pu sans doute employer, tel qu’il est, 
ou modifier, le procédé dont je me suis serv) dans 1 intro- 
duction du Traite du Calcul différentiel et ^ alc 
intégral ( i er . volume ) , qui est a-la-fois , simple , di 

rect et rigoureux. 
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des tables de sinus aux élèves , mais seule- 
ment de leur montrer la possibilité d’en cons- 
truire. 

Je nai pas dû non plus exposer la partie 
de l’usage de ces tables , qui tient à leur 
disposition particulière , parce que cet objet 
est toujours rempli par les auteurs des tables 
eux-mémes , dans les discours qu’ils mettent 
à la tête de ces livres. 

La trigonométrie sphérique n’est guères 
appliquée qu'à l’astronomie et à la naviga- 
tion , et les divers auteurs qui ont traité de 
ces deux sciences, ont toujours eu soin d’ex- 
poser, conformément aux connoissances pré- 
liminaires qu’ils ont supposées à leurs lec- 
teurs , les notions de trigonométrie et les for- 
mules dont ils avoient besoin. 

Un livre destiné à l’enseignement général 
des mathématiques, devoitau contraire ren- 
fermer une théorie à-la-fois simple et géné- 
rale , quf se liât avec les parties précédentes ; 
or , le traité de trigonométrie sphérique que 
j’ai donné d’après Euler , réunit à ces avan- 
tages , une brièveté et une élégance remar- 
quables : on y trouve même un grand nombre 
d$ formules qu’on chercheroit vainement 
dans des traités plus volumineux. Quant aux 
applications , je n’en présenté qu’une 
seule , parce que les autres àuroient exigé 

a iij 
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quelques notions des mathématiques appli- 
quées et étrangères à mon. sujet. 

Vient ensuite l’application de l’algèbre à 
la géométrie j cette branche , due entièrement 
aux modernes , et dont la découverte leur a 
bientôt donné une immense supériorité sur 
les anciens, devait nécessairement changer 
de forme à mesure qu’elle s’étendoit et se 
perfectionnoit. 

On en voit les premières traces dans les 
écrits de Viète ; car on ne doit pas regarder 
comme appartenant à cette application, la 
manière dont les algébristes du quinzième 
siècle ont résolu les équations du deuxième 
degré ; c’étoit au contraire une applioation 
de la géométrie à l’algèbre, ou, pour parler 
plus exactement , à l’arithmétique ; de-là 
vient que la plupart des termes relatifs à 
cette théorie sont tirés de la géométrie. 

Jusqu’à Descartes , l’algèbre n’étoit em- 
ployée que comme un moyen subsidiaire 
pour faciliter la combinaison des tJiéorêmes 
de géométrie, dans la résolution des questions 
déterminées ; mais ce philosophe , en le ren- 
dant propre à représenter la nature des lignes 
et des surfaces quelconques , en augmenta 
considérablement le domaine , et en fit la 
véritable méthode d’invention en géométrie 
et en méchanique. , 

Comme tous les inventeurs , il ne put 
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connoltre jusqu’où s’étendoit la puissance du 
moyen qu’il avoit introduit dans la science ; 
et ne pensant qu’à l’appliquer aux ques- 
tions dont s’occupoient le plus les géomètre» 
comtemporains , il ne s’attacha guères aux 
courbes que pour construire par leurs inter- 
sections les racines des équations détermi- 
nées , ou pour leur mener des tangentes. 
Que les anciens , qui étaient forcés par la 
nature de leurs méthodes, à ne considérer 
qu’un petit nombre de courbes des plus 
simples , se soient attachés à en détailler les 
propriétés , comme s’ils avaient cherché à les 
épuiser , rien de plus naturel ; ce travail fut 
aussi celui des géomètres prédécesseurs de 
Descartes , de ce philosophe même et de 
quelques-uns de ses disciples, pour qui les 
courbes formoient un spectacle nouveau. 
Mais Newton sentit que l’idée de considé- 
rer les courbes par leurs équations , avoit 
donné une telle étendue au sujet , qu’il étoit 
impossible d’en parcourir les détails même 
les plus curieux ; et il le prouva bien dans 
l’énumération qu’il fit des diverses espèces 
de lignes courbes que pouvait représenter A 
l’équation à deux indéterminées du troi- 
sième degré , et dont il fit monter le nombre 
à j 5 . 

Au commencement du 18 e siècle , quel- 
ques géomètres de l’académie des sciences , 

a i y 
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à l’exemple de Newton , entreprirent aussi 
d’analyser les courbes contenues dans l’é- 
quation générale à deux indéterminées. Les 
espèces se multiplièrent à tel point , qu’ils 
n’osèrent ou ne purent en donner le détail , 
et ils se bornèrent à des genres dont le nom- 
bre fut encore assez considérable. 

Persuadés qu’il falloit renoncer à faire un© 
revue générale des courbes, les géomètres 
sentirent que cette partie auroit atteint toute 
la perfection dont elle étoit susceptible , si 
elle fournissoit des méthodes pour détermi- 
ner par l’équation d’une courbe , ses prin- 
cipales propriétés , et les diverses circons- 
tances de son cours ; et c’est-là ce qu’ont 
fait Euler et Cramer , et çe que le calcul 
différentiel facilite beaucoup. 

Il sembloit donc naturel de revenir sur 
ses pas , et de rattacher à un même fil toute la 
théorie des lignes droites ou courbes , clas- 
sées naturellement par leurs équations : c’est 
cependant ce qu’on ne fit point. La force de 
l’habitude engagea encore les géomètres à 
amalgamer, pour ainsi dire, les méthodes 
anciennes avec les nouvelles j et cet assem- 
blage informe portoit toujours l’empreinte 
des premiers temps de la science. On n’ein- 
ploya la considération des équations qu’à 
partir des lignes du second ordre ; on sur- 
chargea la théorie de ces. lignes d’un grand 
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nombre de propositions détachées , obtenues 
ou démontrées par des voies incohérentes , 
et qui ne Iaissoient pas entrevoir comment 
on devoit s’y prendre dans les cas imprévus. 

Cependant Descartes , Huyghens , Newton 
avoient créé la méchanique des solides et des 
fluides qui n’existoit pas pour les anciens. 
Les mathématiques, qui , passé l’arithmé- 
tique et la géométrie élémentaire , n’offroient 
que des. théories purement spéculatives , 
étoient devenues les bases de la physique , de 
l’astronomie et de la navigatio*n. Le besoin 
d’en poussdt l’étude plus loin qu’on n’avoit fait 
jusques-là, et d’y joindre les plus importantes 
de leurs applications , prouvoit la nécessité 
de faire dans les écrits des géomètres un 
triage des propositions, pour ne donner dans 
les élémens que celles qui pouvoient servir 
aux applications , ou qui étoient indispensa- 
bles pour développer les méthodes , et de 
laisser celles qui n’étoient que curieuses dans 
les auteurs originaux , qu’on peut regarder 
comme les archives de la science. 

Il faut convenir cependant que cette opé- 
ration n’a pu s’effectuer complètement que 
de nos jours, parce que la prédilection que 
Newton avoit pour la synthèse , et qui tenoit 
plus encore à l’esprit du temps qu’au goût 
particulier de ce grand homme ( Géom. Dis- 
cours préliminaire ) > a retardé beaucoup la 
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véritable application de l’algèbre à la mécha- 
nique. Les principales circonstances du mou- 
vement des corps, n’ont été déduites pendant 
long-temps que des propriétés particulières 
des courbes. C’est Euler qui chercha le pre- 
mier à les tirer entièrement du calcul. 
Ses successeurs ont étendu et perfectionné 
ses travaux , au point de ne rien laisser à 
désirer ; car les difficultés qui restent à sur- 
monter , sont de nature à ne pouvoir pas 
être attaquées par des considérations géomé- 
triques. • 

Cet historique , en montrant les vues qui 
ont pu guidef , dans le siècle précédent , les 
auteurs des traités d’application de l’algèbre 
à la géométrie , dans le choix et l’étendue 
des matières , fait voir aussi , qu’il n’y 
a pas de raison pour les imiter , et qu’on 
doit au contraire prendre une marche op- 
posée à celle qu’ils ont suivi, puisqu’on doit 
tendre à un but très-différent. Tout ce qu’ils 
ont .regardé comme essentiel à leurs ou- 
vrages , devenant inqlile pour la lecture 
de ceux auxquels les nôtres servent d’in- 
troduction , doit être remplacé par des 
notions qui soient analogues à celles qu’on 
donne des parties supérieures : sur-tout abré- 
geons j car la multitude des richesses que les 
sciences physiques ont accumulées, les con- 
tacts multipliés qu’elles ont les unes avec le# 
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autres , ne permettent point à ceux qui ne 
veulent pas se consacrer entièrement aux 
mathématiques pures , d'employer à des spé- 
culations curieuses si l’on veut , mais sans 
aucune application pour le moment , un 
temps dont ils retireraient plus de fruit par 
l’étude des autres sciences. 

On peut déduire facilement de ce qui pré- 
cède , la réponse à cette question : Que doit 
comprendre un traité d’application de l’al- 
gèbre à la géométrie , lorsqu'on le destine à 
des élèves qui doivent se livrer aux sciences 
physico-mathématiques , aux jeunes gens 
qui étudient pour entrer à l'école Polytech- 
nique , par exemple ? 

Il est visible qu’il faut y insérer tout ce 
qui est nécessaire pour entendre les ou- 
vrages les plus récens et les plus complets, 
qui traitent des sciences physico-mathéma- 
tiques , ou les leçons qui se donnent à l’école 
Polytechnique. 

Si dans ces livres ou dans ces leçons on 
ne considère les lignes que par leurs proprié- 
tés générales , on ne cite que quelques- 
unes de leurs propriétés particulières les plus 
remarquables , si toutes les questions de mé- 
chanique y ont ramenées , par le calcul , 
aux équations les plus simples , aux formules 
les plus immédiates , qu’est-il besoin de se 
perdre dans une multitude de propositions. 
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dans une variété de méthodes qui ne font 
qu’éblouir les commençans , et leur faire 
passer sur le même résultat, présenté de 
plusieurs manières , - un temps qu’ils em- 
pîoyeroient a en apprendre de nouveaux. 

Qu’un auteur, engagé dans des recherches 
qui l’amusent , remarque en passant des 
procédés élégans , des propriétés nouvelles , 
de semblables matériaux peuvent être con- 
signés utilement dans un livre destiné à ceux 
qui cultivent spécialement la branche des 
mathématiques dont il s’est occupé; et en- 
core , si on compulsoit avec soin , le très- 
grand nombre de traités des sections co- 
niques , matière sur laquelle on a peut être 
autant écrit que siir toute autre, on y retrou- 
veroit beaucoup de ces choses oubliées qui 
deviennent ensuite des nouveautés. Mais tout 
ce qui n’augmente pas la puissance des mé- 
thodes , ou qui n’abrège pas la chaîne qui 
lie les résultats éntr’eux , ne doit pas entrer 
dans les élémens. 

C’est après avoir médité long -temps ces 
idées que j’ai cru pouvoir m’en tenir à ce que 
contient le Traité élémentaire d’application 
de T Algèbre à la Géométrie . 

Montrer le double point de vue sous lequel 
on peut envisager l’application de l’algèbre à 
la géométrie ; d’abord ainsi qu’elle s’est pré- 
sentée aux premiers inventeurs , comme un 
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moyen de combiner les théorèmes de géo- 
métrie ; ensuite devenue par l’heureuse idée 
de Descartes , et les travaux d’Euler , de 
Lagrange , de Monge*, le moyen général 
de déduire les propriétés de l’étendue du 
plus petit nombre possible de principes : 
Faire sentir par des exemples, les avan-* 
tages et les inconvéniens de ces deux ma- 
nières de résoudre les questions , et comment 
le choix des données et des inconnues influe 
sur la simplicité des solutions : 

Classer en conséquence les lignes par leurs 
équations , faire remarquer que ces équations 
n’ont pas une forme unique , mais quelles 
se compliquent plus ou moins , suivant les 
relations que les lignes qu’elles représentent 
peuvent avoir avec celles auxquelles on les 
rapporte; en déduire la nécessité de savoir 
transformer les coordonnées , et employer 
cette transformation à la classification des 
lignes , par la simplification de leur équa- 
tion : 

Revenir par un chemin opposé, en re- 
montant de quelques propriétés des lignes à 
leur équation, pour montrer que les diverses 
équations des lignes ne sont que les énoncés 
de leurs diverses propriétés qvti se contien- 
nent les unes les- autres dès qu’elles sont 
caractéristiques : 

Déduire des équations générales des 
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courbes de second degré, leurs propriétés 
communes , et s’en servir pour donner une 
idée de la manière «dont les anciens les 
avoient considérées, afin de lier les con- 
noissances anciennes avec les nouvelles : 

Déterminer les tangentes des courbes du 
Second degré par une méthode qui soit ana- 
lytique , uniforme pour les trois courbes , et 
qui s’étende même à toutes les courbes ; 
faire remarquer les limites des tangentes de 
l’hyperbole , ou ses asymptotes ; indiquer 
sommairement la manière dont les anciens 
menoiênt les tangentes aux sections co- 
niques : 

Passer aux principes de la détermination 
des courbes par le nombre de points qui les 
caractérise : 

Enfin , exquisser rapidement l’usage des 
courbes pour construire les racines des équa- 
tions déterminées , et pour peindre les cir- 
constances de leur résolution : 

Voilà ce que j’ai jugé devoir entrer dans 
mon ouvrage. 

En se reportant à l’époque de la première 
édition , on trouvera sans doute que ce plan 
étoit neuf ; le§ moyens que j’ai employés pour 
le remplir l’étoient auSsi , du moins à l’égard 
des élémens ; et cette nouveauté a pu don- 
ner aux principes que j’ai exposés un air de 
difficulté qu’ils n'ont point par eux-mémes. 
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Au reste , je puis croire qu’on m’a accordé 
dans plusieurs ouvrages, à la vérité sans me 
nommer, les honneurs du commentaire ; mais 
s’il en falloit réellement un pour se familia- 
riser avec le mien , j’^ndiquerois le Recueil 
de diverses propositions de Géom. etc . , par 
le cit. Puissant. Cet habile professeur qui 
• réunit l’honnéteté aux talens les plus distin- 
gués , a rempli son ouvrage de problèmes 
élégamment résolus, et qui peuvent être très- 
utiles ^iux élèves qui veulent s’exercer. 

Quant à la méthode que j’ai suivie , elle 
peut pafoître alternativement analytique et 
synthétique ; et ceux qui auront lu le discours 
préliminaire des Élémens de Géométrie n’en 
seront pas surpris , car ils penseront peut- 
être, ainsi que moi , que la réunion de ces 
deux méthodes est nécessaire pour complet- 
terune doctrine quelconque ; maisla seconde 
doit être subordonnée à la première , si l’on 
veut mettre en évidence la liaison des pro- 
positions , et indiquer , dans toutes les cir- 
constances essentielles , l’origine des notions 
qu’on expose , le but auquel on tend. 

Lorsqu’il s’agit , par exemple , de montrer 
l’identité des courbes contenues dans l’équa- 
tion du second degré , avec celles que les an- 
ciens ont considérées dans le cône , il est 
évident que c'est la méthode synthétique qu’il 
faut employer pour mieux indiquer la route 
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que sui voient les anciens dans ces recherches* 
Mais on voit aussi qu’il ne convient pas 
aujourd’hui de considérer d’abord le cône 
pour amener les courbes du second degré ; 
car pourquoi commencer par cette surface 
plutôt que par toute autre ? Et quand même 
on employeroit son équation , on ne feroit en- 
core que de l’algèbre et non pas de l’analyse. 

On pourroit peut - être regarder comme 
formant un double emploi, les deux méthodes 
par lesquelles j’analyse successivement l’é- 
quation générale du second dégré à dftjx in- 
déterminées , puisque j’aurois pu commencer 
immédiatement par la transformation des 
coordonnés ; mais je ferai observe’r que la 
première dont s’est servi d'abord Descartes 
dans le Livre a de sa Géométrie , qt Herman 
dans le tome IV des mémoires de Péters- 
bourg, étant très-propre à%iontrer comment 
on discute une courbe quelconque par son 
équation , devoit p§r cette raison ne pas 
être omise. 

La publication du Traité élémentaire du 
Calcul différentiel et du Calcul intégral 
m’ayant fait sentir la nécessité de détacher du 
Traité du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral , en 3 vol. in-4°* » quelques notions 
élémentaires sur les surfaces courbes , et les 
courbes à double courbure , je les ai pla- 
cées ici par forme d’appendice. 

'TABLE ' 
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CHAPITRE PREMIER, 


De la Trigonométrie rectiligne. 

On considère six choses dans un triangle rectiligne ’ 
trois angles et trois côtés. Avec trois de ces six 
choses , on détermine toujours un triangle , pourvu 
qu’il s’y trouve un côté , page i 

Si on avoit une suite de triangles calculés sur toqp les 
• angles possibles , il se trouveroit nécessairement dans 
cette suite un triangle équiangle avec un triangle 
quelconque donné, a 

Le sinus est la perpendiculaire abaissée de l’extrémité 
d’un arc sur le rayon qui passe par l’autre extrémité ; 
le cosinus est la partie du rayôn comprise entre le 
pied du sinus et le centre ; le sinus verse est la 
partie du rayon comprise entre l’arc et le pied du 
sinus ; la tangente est la perpendiculaire élevée à 
l’extrémité d’un arc , et terminée au rayon prolongé 
qui passe par l’autre extrémité ; ce rayon prolongé 
s’appelle sécante , 4 et 5 

'On appelle complément d’un arc ou d’un angle ce qu’il 
faut ajouter ou retrancher à cet arc ou à cet angle 
pour en faire le quart de la circonférence ou un 
angle droit , 4 

Les cosinus , cotangentes et cosécantes sont les sinus, 
tangentes et sécantes des arcs complémentaires, 4 et 5 
Le cosinus et le rayon ont le même rapport que le sinus 
et la tangente , ou que le rayon et la sécante , 6 

Le rayon est moyen proportionnel entre la tangente et 
la cotangente , ou entre la sécante et le cosinus , ibid. 
Le quarré du rayon est égal à la somme des quarrés 
du sinus et du cosinus , 7 

Trigonométrie. b 
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Le sinus de la somme ou de la différence de deux arcs, 
est égal au sinus du premier multiplié par le cosinus 
du second plus ou moins le sinus du second par le 
cosinus du premier, le tout divisé par le rayon , ibid. 
Le cosinus de la somme ou de la différence de deux 
arcs , est égal au produit des cosinus de chacun de 
ces arcs moins ou plus le produit des sinus , le tout 
divisé par le rayon , > ibid. 

De ces expressions on déduit le sinus d’un arc multiple 
d’un autre , \ 9 

Étant donné le sinus d’un arc , on trouve le sinus de sa 
nfbitié , 1 o 

On appelle supplément d’un arc ou d’un angle ce qu’il 
faut y ajouter ou en retrancher pour faire la demi— 
circonférence ou deux angles droits , 1 a 

Le sinus d’un arc est la moitié de la corde d’un arc 
double , • .. . ibid. 

De la division du cercle et de la construction des tables 
de sinus et de cosinus , ibid. 

Le sinus de la moitié du quart de cercle est égal 

à.il/2, ' i 4 

La longueur d’un arc est plus grande que celle de son 
sinus, et moindre que celle de sa tangente, i 5 
Un angle obtus ale même sinus que son supplément, 20 
Les sinus et les cosinus changent de signe lorsqu’ils 
passent dans le demi-cercle opposé à celui où ils se 
trouvoient d’abord , 21 

Les tangentes et les sécantes prennent leur signe con- 
formément à leur relation avec les sinus et cosinus, 2 4 
Recherches de diverses relations des fonctions trigono- 
métriques. ' ibid. 

Le rapport de la somme à la différence des sinus, de 
deux arcs est le même que celui des tangentes de la 
demi-somme et de la demi-différence de ces mêmes 
arcs , 28 

Table des formules trigonométriques les plus usitées, 3 o 
Dans tout triangle rectangle , le rayon est au sinus 
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d’un des angles aigus comme l’hypothénuse est au 

côté Opposé à cet angle , 3a 

Le rayon est à la tangente d'un des angles aigus , comme 
le côté de l'angle droit adjacent à cet angle est au 
côté opposé , ibid. 

Comment on calcule un côté quelconque triangle rec- 
tangle quand on connoît les deux autres , ‘ 33 

Dans un triangle quelconque , les sinus des angles sont 
entre eux comme les côtés opposés , 35 

Rapport entre les côtés d’un triangle et les sinus de ses 
angles , 37 

Par la proportion énoncée plus haut , on résout tous 
les cas d’un triangle quelconque , excepté celui dans 
lequel on ne connoît que deux côtés et l'angle com- 
pris , et celui dans lequel on ne connoît que les trois 
côtés , . ibid. 

La somme de deux côtés d’un triangle est à leur diffé- 
rence , comme la tangente de la demi-somme des 
angles opposés à ces côtés est à la tangente de leur 
demi-difFérence , 3 g 

Comment on trouve immédiatement le troisième côté, 4o 
Le sinus de la moitié d’un angle est égal à la racine 
quarrée du produit des différences de la demi-somme 
des trois côtés du triangle avec chacun des côtés qui 
comprennent l’angle cherché , divisé par le produit de 
ces deux côtés , le rayon étant pris pour unité , 4 a 
Exemples de résolution de triangles rectangles et obli- 
quangles , 43 

Application des principes de la trigonométrie à la dé- 
termination de point; situés dans l’espace , 4^ 

CHAPITRE II. 

De la Trigonométrie sphérique. 

Un triangle sphérique est celui que forment sur la sur- 
face de la sphère trois grands cercles qui se coupent 
deux à deux , 5® 
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Construction sur laquelle repose toute la trigonométrie' " 
sphérique , page 5i- 

Équations qui renferment implicitement toutes les re- 
lations qu’ont entre elle* les six parties d’un triangle 
sphérique , 53 

Préparation de ces équations pour les appliquer immé- 
diatement à la résolution des triangles sphériques , ib. 

Ce qu’est le triangle supplémentaire , 56 

Simplification des formules pour le cas où le triangle 
est rectangle , 6a 

Transformation de ces équations en d’autres pour y 
appliquer commodément le calcul des logarithmes, 6a 
Formules qui renferment toutes les combinaisons des 
angles et des côtés d’un triangle sphérique , 66 

Formules de IVeper , 68 

Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre 
un triangle sphérique , 69 

Observation sur les diverses conditions qui doivent se 
trouver remplies pour qu’un triangle sphérique puisse 
avoir lieu , * 7a 

Application de la trigonométrie sphérique à un pro- 
blème , 7» 

CHAPITRE III. 

De l’Application de V Algèbre à la Géométrie. 

Idée générale de l’application de l’algèbré à la géo- 
métrie , 73 

Comment l’algèbre sert pour combiner des théorèmes 
de géométrie , pour mettre en équation et pour 
résoudre les problèmes relatifs à l’étendue , ibid. 
L’aire d’un triangle est exprimée par la racine quarrée 
du produit de la demi-somme des trois côtés , mul- 
tipliée par les différences entre cette demi-somme et 
chacun des côtés , 77 

Questions, du premier et du second degré, dans les- 
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quelles les lignes ne sont pas évaluées en nombre , 
niais sont considérées en elles-mêmes , page 77 
Ce que c’est que la construction des expressions algé- 
briques , 80 

Comment on. effectue celle des quantités homogènes qui 
se rapportent à des- lignes , ou du premier degré , 81 
Construction des racines quarrées , .83 

Ce qu’il faut faire quand la quantité n’est pas homo- 
gène, •„ . 85 

Construction des racines des équations du second de- 
gré à une seule inconnue , 86 

Résolution graphique de ces équations , 87 

De la signification des signes et — par rapport aux 
lignes , et de leur usage dans la résolution des ques- 
tions , 89 

Toutes les foi* qu’il s’agit de distances rapportées à un 
point fixe , et comptées sur une même ligne ou sur 
des lignes parallèles, celles qui. sont affectées du 
signe — , doivent se prendre dans un sens opposé 
à celles qui sont affectées du signe +. 9» 

Analyse complète du problème où il s’agit de mener 
par un point pris dans un angle droit , une ligne dont 
la partie interceptée entre les côtés de cet angle , 
soit de grandeur donnée , . • 94 

Résolution de ce problème par Newton , pour le cas où 
le point par lequel doit passer la ligne de grandeur 
donnée est à égale distance des côtés de l'angle 
droit, ' 100 

Construction des expressions algébriques qui appar- 
tiennent à des aires ou à des volumes, t 102 
Idée fondamentale de l’analyse de Descartes , par la- 
quelle on représente les courbes au moyen des équa- 
tions à deux indéterminées , io5 

Équation d’une ligne droite , 1 06 

d’un cercle, 107 

Ce que c’eîf que les coordonnées, leurs axes , leur 
origine , 1 09 
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Comment on distingue par leurs signes les quatre angles 
que forment leurs axes , page 1 1 o 

Ce que c’est que le lieu d’une équation , et comment 
s’obtient celle d’une courbe quelconque , ni 
L’équation générale du premier degré à deux indé- 
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Il faut deux conditions pour déterminer cette h’gne , 1 14 
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nés , ibid. 
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Équation de la perpendiculaire abaissée sur une ligne 
donnée , par un point donné , ibid. 

Pour trouver le point de rencontre de deux droites qui 
se coupent , il faut supposer que les coordonnées de 
l’une sont les mêmes que celles de l’autre, 117 
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Problèmes qui se rapportent à des lignes droites , 1 a 3 
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angles et les côtés d’un triangle , 1 28 

Expression de la surface d’un triangle au moyen des 
coordonnées des sommets de ses angles, i 3 o 

La surface d’un triangle ne 'dépendant nullement de sa 
position par rapport aux axes des coordonnées , on 
trouve en effet une autre expression qui ne dépend 
que des côtés , i 3 i 
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Si dans l’intérieur d’un triangle équilatéral on abaisse 
une perpendiculaire sur chacun des côtés de ce 
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géométrie , ' J 38 
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circonférence , l'4o 
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Équation générale des courbes du second degré, i44 

Leurs diamètres , : 146 

Simplification de l’équation quand on la rapporte à ce* 
lignes , ibid. 

Examen des valeurs que peut prendre l’expression gé- 
nérale des ordonnées dans le cas où la quantité m 
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Détermination du centre , J 49 

Équation rapportée à ce point , ' ibid. 

Construction et forme de la courbe relative à ce cas , 1 5o 
Elle se réduit à un point avant de devenir imaginaire, i5t 
Examen du cas où m est négative , x 5a 

La courbe a encore un centre , ibid. 

Construction et forme de la courbe , 1 53 

Quand la courbe se réduit à deux droites qui sont en 
général scs asymptotes , 
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Examen du cas où m = o , page i 56 

Forme et construction de la courbe, 157 

L’équation générale du second degré à deux indéter- 
minées fournit trois courbes seulement : la première 
se nomme ellipse , la seconde hyperbole , et la troi- 
sième parabole , ibid. 

Des diamètres conjugués , x 5 g 

Transformation des coordonnées d’une courbe , x 60 
Application de cette transformation à l’équation géné- 
rale du second degré pour la ramener aux axes des 
courbes qu’elle représente , i 65 

Équations de l’ellipse et de l’hyperbole par rapport à 
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portés à l'équation générale du second degré, 170 
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qui n’a pas de centre , 171 
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«es points soit autant éloigné d'une droite donnée 
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de position que d’un point fixe ou foyer aussi donné 
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• " ' • 

TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE 

ET SPHÉRIQUE, > 

• , 

ET D’APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

A LA GEOMETRIE. 


CHAPITRE PREMIER. 

Se la T rigonométrie rectiligne . 

1-J)ans un triangle rectiligne, il y a six choses à 
considérer, savoir a trois angles et trois côtés; mais il 
suffit de connoître un certain nombre de ces diverses 
parties pour déterminer les autres. Il suit en effet des 
propositions démontrées , relativement aux triangles 
égaux , que l’on peut toujours construire un triangle 
lorsqu’on connoît trois des six choses qui le constituent, * 
et que, parmi les choses connues, il se trouve au moins 
un côté. Pour ne rien laisser à desirer sur la théorie des 
triangles, il faut pouvoir appliquer le calcul aux cons- 
trucüons géométriques , parce que l’exactitude de ces 
dernières est limitée, par 1 imperfection des instrumens, . 
Trigonométrie. * A 
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tandis que rien n’arrête le calcul , qu’on est toujours 
maître de pousser jusqu’à tel degré de précision qu’on 
veut. Tel est l’objet qu’on se propose dans la Trigono- 
métrie rectiligne. 

Ceux qui ont entrepris les premiers de développer , par 
une suite d’opérations numériques, ou par des formules 
algébriques, les relations qu’ont entre elle» les différentes 
parties d’un triangle, ont dû se trouver arrêtés par la 
difficulté de faire entrer dans le calcul la grandeur des 
angles, qui, mesurés par des arcs de cercle, ne peuvent 
être comparés avec les lignes droites. Mais ils ont bientôt 
reconnu que s’ils pouvoient, par un moyen quelconque, 
calculer une suite de triangles dont les angles eussent 
* toutes les valeurs possibles, cette suite en renfermeroit 
nécessairement un qui seroit semblable au triangle que 
l’on auroit à déterminer, quel qu’il fût ; et qu’alors d^ 
simples proportions suffiroient pour déduire les partie» 
du second de celles du premier. L’exemple suivant éclair- 
cira ce que ces notions peuvent avoir d'abstrait. 


c. j. 2. Supposons que , dans le triangle A B C,fig. x r *, on 
connoisse l’angle B , l’angle C et le côté B C, on cherchera 
dans la suite des triangles calculés , celui qui a deux 
angles b et c respectivement égaux atfx angles B et C^il 
seramécessairement semblable au triangle prdposé ABC ; 
et puisque toutes ses parties ab, ac , bc, sont connues, 
on aura les proportions • 

bc : ab\\ B C : A B , bc : ac‘.\ B C : AC , 
dans chacune desquelles les trois premiers termes sont 
donnés. On trouvera par conséquent 


AB-. 


B Cx ab 


ac= bc *j^.. 


bc ’ bc 

et comme on a d’ailleurs A=za, toutes les parties du 
triangle À B C seront déterminées. 
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3 . Maintenant qu’on voit le parti qu’on peut tirer 
d’une suite de triangles faits sur tous les angles possibles, 
et dont les côtés seroient calculés, il est naturel de cher- 
cher les moyens de former une pareille suite. Pour consi- 
dérer d'abord le cas le plus simple, supposons que les 
triangles qu’on se propose de déterminer soient rectangles; 
il est facile de voir qu’on les pourra construire tous 
dans un quart de cercle, en abaissant de chacun des points 

de l’arc AB, Jig-Q, des perpendiculaires MP, M' P', FIG. 
M"P", Sic. sur le rayon AC, et tirant les rayons MC, 

M' C, M" C,,& c. les triangles MPC, M r P'C, M"P"C, Sic. 
fllirmés ainsi, seront rectangles en P, P', P”, &c. et les 
angles MtP, MCP', M"CP”, Sic. auront successive- 
ment toutes les valeurs possibles : enfin les angles CMP , 

CM' P', CM r P", Sic. qui, avec les précédens, forment 
un angle droit, seront aussi tels que l’exige la nature des 
triangles rectangles, et il ne sauroit exister de triangle 
rectangle qui ne soit pas équiangle avec quelqu’un de 
ceux que fournit la construction présente. 11 est à propos 
de remarquer que ces derniers ont tous une même hypo- 
ténuse , égale au rayon de l’arc A B. 

' *• ' ;•-*>-* - 

4. On pourrojt encore former une suite de triangles, 

rectangles , ayant tous un des côtés de l’angle droit égal 
an rayon du cercle ; il suffit pour cela d’élever la tangente 
indéfinie A T à l’extrémité do rayon A C, et de mener par « 
le centre C et par les points M, M', M", Sic. lès sécantes 
CN, CN', C N", Sic. Il est évident que les triangles 
CAN, CAN', CAN", Sic. auront successivement’ttnifes 
les combinaisons d’angles qui peuvent exister dans un 
triangle rectangle ; et parmi ces triangles, il s’en trouvera 
nécessairement uu semblable à tel triangle rectahgie 
qu’on voudra. «. • • --- 

A 3 
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5. Dans les triangles CPM, CP'M, CP"M‘, &c* 
dont l’hypoténuse ne change pas, les côtés PM, P'M', 
P"M", &c. qui croissent en même temps que les angles 
A C M, A CM', A C M", &c. et que les arcs AM, A M’, 
A M’, Scc. qui mesurent ces angles, ont reçu un nom à 
cause de cette dépendance ; la ligne PM s’appelle le sinus 
de l’arc A M ; la ligne P M 1 est de même le sinus de l'arc 
AM', et ainsi desautres. 1! suit de-là que lesinus d’un arc 
est la perpendiculaire abaissée de l’une des extrémités de 
cet arc sur le rayon qui passe par l'autre extrémité. Les 
lignes CP, CP', CP", &c. qui "diminuent lorsque les 
arcs AM, AM', AM', &c. augmentent, sont respective- 
ment égales, comme parallèles comprises entre paral- 
lèles, aux perpendiculaires MQ, M'Q', M"Q", Fcc. 
abaissées des points M, M', M", sur le rayon CB, per- 
pendiculaire au rayon CA; et il est évident que les lignes 
MQ, M' Q',M" Q", sont, par rapport aux arcs BM, 
BM', BM", ce que sont PM, P' M', P"M", Fcc. par 
rapport aux arcs AM, AM, AM", &c. et que par con- 
séquent MQ est le sinus de BM, M'Q' celui de BM\ 
M" Q“ celui de BM", &c. 

Deux arcs qui, pris ensemble ou soustraits l’un d« 
l’autre, valent le quart de la circonférence, sout dit* 
complémens l’un de l’autre. Les arcs B AI, EM, BM' f 
sontrespectivementlescomplémensdeyl/lf, AM, /l'I", Sic. 
ün a désigné les lignes M Q,M"Q", M'Q", &c. ainsi que 
leurs égales CP, CP', CP", sous le nom de cosinus des 
arcs A M., AM', A M", Scc. D’après ces notions , le cosinus 
d'un arc quelconque est le sinus du complément de cet 
arc, et est égal à la partie du rayon comprise entre le 
centre et le pied du sinus. 

Les triangles rectangles CPM, CP.'M', CP"M", &c. 
qui ont tous une même "hypoténuse , sont donc formé* 
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DE TRIGONOMÉTRIE. 5 

par le rayon ,du cercle, et par le sinus et le cofînu» 
de celui de leurs angles aigus qui a son sommet au 
centre (*). * . 

6 . Passons aux triangles CAN , CAN', CAN ", &c. Leurs 
hypoténuses sont les sécantes des arcs AM, AM', AM ", &’c. 
parce qu’on nomme sécante d’un arc le rayon nfené par 
une des extrémités de cet atc, et prolongé jusqu’à la ren- 
contre de la tangente menée par [autre extrémité. Les 
portions 91 N, AN', AN", &c. prises sur la tangente A T, 
sont les tangentes des arcs Aël, AM , AM‘ , &c. parce 
que l’on est convenu d’appeler tangente d’un arc la partie 
qu’interceptent, sur la tangente menée par l’une des extré- 
mités de cet arc , les deux rayons qui le terminent (**) . 

7 . Si, par l’extrémité B de l’arc A B, J/g. 3, on mène 
la tangente Bn prolongée jusqu’à ce qu’elle rencontre là 
sécante, CN , la ligne Cn est la sécante de l’arc BM, 
complément de AM, et se nomme la cosécante de AM; 
la ligne B n , tangente de B M, est la cotangente de AM; 
parce qu’on appelle cotangente et cosécante d’un arc, la 
tangente et la sécante de son complément. La cotangente 
et la cosécante , comme on voit, ne font pas partie des 
mêmes triangles que la tangente et la sécante, ainsi que 
cela arrive pour le sinus et le cosinus. 

(*) La parUe AP du rayon AC, comprise entre le pied dn sinns 
et l’extrémité de l’arc , se nomme sinus verse. Cette ligue d'ailleurs 
n’est d’aucun usage eu trigonométrie. 

(**) Ou voit ici les mots sécante et tangente , pris dans une accep- 
tion différente de celle qu’on leur donne dans lesElémensde géométrie. 
Dans cette partie des mathémaUques , la sécante et la tangente sont 
des droites indéfinies, dont l’une coupe le cercle, et l’autre le touche ; 
mais eu trigonométrie, les memes dènominationss’appliquent toujours 
à des lignes d’uuç grandeur déterminée: quand il peut y avoir équi- 
voque, on appelle ces dernières tangentes et sécantes trigenometriques. 

A3 
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& Les tangentes et les sécantes ont avec les sinus et 
les cosinus des relations ff cs-simples, au moyen desquelles 
on peqt trouver les unes lorsqu’on connoît les autres. Les 
triangles CP M et CAN étant semblables , donnent 

P /if v' r 4 

CP : PM ” CA :AN , d'où Ion tire A N~ - - * — ; 

L/ x 

mettant, au lieu des lignes CP, PM qt AN, leur désignation, 

savoir : cos AM, sin AM et tang AM , et représentant 

i /'in . RsinAM 

le rayon CA par R, on aura tang AM= 

Des mêmes triangles CPM et CAN, on déduit aussi 

CP : CM’.’. CA : CN, ce qui conduit à C IV— - : 

Cx 

mais CN=sécAM , CM— CA — R, C P —cosAM; 

R % 

donc séc A M= — * — — . 

cos AM 

g. Si l’on compare entre eux les triangles C AN et 
CB n, qui sont encore semblables, puisqu'ils sont tous 
les deux rectangles, et que l'angle A C N — Cn B , comme 
alternes internes par rapport à la sécante Cn, on aura la 
proportion 

A N: CA :: CB ou CA : Bn, 

qui donne 

Bn^=—n,r> ce qui revient à cot AM=- 7 — •. 

. .AN ^ tang AM 

Cette proportion et celle que nous venons de trouver 
pour la sécante , nous apprennent que le rayon est moyen 
proportionnel entre la sécante et le cosinus , entre la tan- 
gente et la cotangente , puisqu’on a 
cos A MX séc A M=R i , tang AM'X. cot A M= R*. 

i O. Aidés de ce qui précède , il ne nous manque plus , 
pour être en état de construire les tables nécessaires à la 
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DE TRIGONOMÉTRIE. 7 

/ • / 
trigonométrie, que de connoître les moyens de calculer 

les sinus et les cosinus seulement. Le cosinus même se 
déduit immédiatement du sinus; car le triangle rectangle 
CPM, qui les contient l’un et lautre, et qui a pour hy- 
poténuse le rayon , donne 

CP* + PM 2 = CM* ou (sin AM)*+ (cosAMy—R\ 


c’est-à-dire, que le quarrédu rayon est égal à la somme 
des quartés du sinus et du cosinus , d’où il suit : 


cosj4ilf= \/ R 2 — (sin AM) % . 

La proposition suivante, qui donne l’expression du 
sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de 
deux arcs, mérite la plus grande attention , parce qu’elle 
renferme implicitement toutes les propriétés des sinus et 
des cosinus. 


1 1 . Soient deux arcs quelconques a et b ; -on aura 

. , . , . jrna.cosbütstnb . cosa 

«n(a±b)= ~ , 


cos (adbb) = 


cos a . cos b sin a . sin b 

R 




• Pour le prouver , je prends sur le cercle A MB ,Jig 4 , -jq. 4 . 
Parc AM=a\ je porte de chaque côté du point M les 
arcs MN et MN', égaux à b ; je tire la corde N N'; des 
points N, M, N', j’abaisse sur le rayon A C, les perpen- 
diculaires N Q, MP, N'Q'-, par le point M, je mène le 
rayon MC, etdupoijtE, où il rencontre la corde NN', 
j’abaisse sur AC Ja perpendiculaire E F ; par les points 
E et N', je mène les droites ED, N'G , parallèles à AC. 

Cela fait , je remarque , î®. que N Q est le sinus de l’arc 
A N = AM - {- M N = a b , et que C Q est le cosi- 
nus du- même arc ; a°» que N s Q' est le sinus de l’arc 
■AIT — MN'—a — b, et que C Q' en est le cosinus. Mais la 
corde N N' étant nécessairement partagée en deux parties 


A4 
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I 

égales au point E, puisque îe rayon CM passe par le mi- 
lieu de l'arc NN', d’après la construction,^! suit de la simi- 
litude évidente des triangles N ED , N N' G, que N G est 
aussi divisée en deux parties égales au point D , et que 
DN=DG. Déplus, DQ=EF, GQ=N'Q’, DE=FQ, 
à cause des parallèles ; et comme D E est la moitié 
de N' G, F Q sera la moitié de Q' Q; en sorte que 
Q'F=QF=DE. Enfin 

- , NQ = DQ + DN~EF + DN, 

IV' (7= GQ — DQ—DG=EF—DN, 

• CQ — CF — F Q— CF— DE, 

* CQ'=CF + F(y=CF+DE-, 

mettant pour N Q, N'Q', C Q, CQ' leurs désignations 
respectivês, savoir: 

éin ( c -j- Z> ^ , sin ( a — b), cos ( a -}- b ) , cos (a — b ) , 
j’aurai 

ein ( a -f- b ) = E F -j-D N , cos (<ï -j- Z> ) = CF — DE, 
sin ( a — b ) EF — DN , cos (a — b) — CF-j- DE. 

Il ne reste plus qu’à calculer les quatre lignes £ F, 
CF, D N’e t DE; les deux premières s’obtiennent par les 
triangles semblables CM P et CEF, dont on tire 


CM: PM :: CE : EF, CM: CP :: CE: CF. 


Or, puisque AM—a, j’aî MPzzsma, CPrzcosû; 
il suit aussi <3 es définitions dn sinus et du cosinus (5) 
que E iVest le sinus de l'arc M N ,*jue CE en ést le cosi- 
nus, et que par conséquent NE~s\nb, CE — cosb, 
d’ailleurs, CM = R : substituant ces valeurs" dans' le* 
proportions ci-dessns., je trouve 




MPXCE 

CTî 

CPx CÉ 
CM 7^ 


sin a cos b 
* R * 
cos à cos b 
■ R 


; 
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Je compare ensuite les triangles C MP, DEN, qui sont 
semblables , parce que les côtés du second sont perpen- 
diculaires à ceux du premier, et je déduis de ces triangles 

CM: EN :: CP :DN, CM: EN : : MP : D E. 
Substituant aux trois premiers termes de chacune de ces 
proportions, leur désignation rapportée cf-dessus, elles 
donnent < 

ENx CP sin&cosa 


UN= 

DE — 


CM 

MPxEN 


R 

sin a sin b 


CM R 

Réunissant ces valeurs aux précédentes pour former 
oellesde sin ( a-}- b) et desin (a — b), il vient les quatro 
équations # 

sin a cos b sin b cos a 


sin {a + b) = - , 

t . . . sin a cos b — sin b cos a 

sin (a— b) — — - , 

cos a cos b — sin a sin b 


cos ( a -f- b y. 


cos (a — b ) = 


R 

cos a cos B -f- sin a sin b 
R ’ 


qui se réduisent aux deux qui composent l’énoncé de 
la proposition. 

Avec* ces équations , on peut trôuver le sinus et le 
cosinus d’un arc double , triple, et en général multiple de 
celui dont on connoît le sinus et le cosinus. En effet, si 
fort prend successivement ô=aa, b = aa, on aura 


sin a a : 


a sin a cos a 
' R J 


cos a\ — sin a * 

' COSÜff— r -, 

K 
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sin a cos 2 a -f- sin 3 a cos a 

— - . 

cos a cos U a — sin a sin 2 a 


Çsin 3 a = ■ 
Jcos3a = - 


R 

et on tirera des deux dernières équations sin 3 a et cos 3 a, 

lorsque sin 2 a et cos 2 a seront calculés. 

T> . . . 2 sin a cos a , . 

1 2. L, équation sinao = — — - , conduit aussi 

f 

du sinus d’un arc a, à l’expression du sinus de sa moitié- 

Si Ton remplace cos a par sa valeur \/ R* — sin a 3 (*) , 

elle devient alors 

. 2 sin a Vr* — sin a* 

, sin 2 a = ^ , 

et en élevant au quarré , on trouve 

R* sin 2 a* =4 R* sin a 3 — 4 sin a < ; 

prenant Sin a pour l’inconnue, dans cette équation qui 
peut se résoudre à la manière de celles du second degré , 
il vient 

sin a~±\/ ±R?±1R j/ R 3 — siiTâô 7 . 

Si 1 on fait 2 a = af, on aura a=| a', et par conséquent 

6inIa*===h\/iR 3 ±iR/SïZlbV i , 

ou sin {a' — dz [/a R*dzaR coso 7 " 3 , 

en mettant cos a 3 au lieu de R 3 — sin a’* (1 o) , <in multi- 
pliant les quantités sous le radical par 4, et en divisant 
au-debors par 2 , ce qui ne change rien à l’expression. 
Telle est la formule qui donne le sinus de la moitié d’u® 
arc , lorsqu’on a celui de cet arc. 


(*) Le lecteur est prévenu que dorénavant nous désignerons le 
quarré du sinus de l’arc a par sin a 3 , expression qu’il ne faut pas 
prendre pour le sinus du quarré de l’arc a, ainsi *ina 1 =( sin a ) 3 . 
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l3. On peut arrivera ce résultat par une construc- 
tion très-simple. 

Si l’on divise l’arc 1 AM,Jig. 5 , en deux parties égale? , FIG. j. 
la corde AQM&e trouvera également divisée en deux 
parties égales , et QM sera le sinus de MN ou de la moitié 
de A Mj le triangle A MP , rectangle en P, donnera 

AM—X/Tm^AP"-, 

et commeÂP—AC — CP = R — cos 4M=R — cos a' t 
que d’ailleurs PM = sin sin a'on aura 

AM=[/ sina' a 4-P a — aRcosa -\-cosa >a =\/ aR a — aRcosa', 
à cause que sin a '* + cos a'*= P* (to), et on en déduira 
. QM — i A QM = l[/ 2 fi* — aRcos-a. 

On ne trouve de cettemanière que la deuxième valent 
de sin la', l’autre est M Ç'j car l’arc MN’A , qui com- 
pose, avec l’arc AM, la demi-circonférence, a aussi pour 
sinus PM, puisque cette ligne est bien en effet la perpen- 
diculaire abaissée de l’extrémité i^sur le rayon CA' qui 
passe par l’extrémité (5) , et rien dans l’équation d’où 
l’on est parti , ne faisant connoître lequét de ces deux 
arcs on se propose de diviser, on doit trouver en même 
temps le sinus de la moitié du premier et celui de la 
moitié du second. Suivant notre construction , on auroit 

A'M—\^¥M i +~AP*=V / PM*+^A , C+CPy 

— V sin a' 3 -f- ( R -j- cos a') 1 

= l/sin a' * -(t R 3 -f- 3 R 3 cos o'-f- cos a'* 

— Ÿ u. R*-f- a R cos a' , 
et par conséquent 

MQ' — sin 7 a' = l{/ sR a -f- 2 R cos a', ‘ 

résulta qui est la première valeur de sin^ a'. Il faut bien 
observer que , quoique sin a' soit le même dans les deux • 
valeurs de sin j a', 1 arc a' est différent : pour l’une d’elles. 
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cet arc est A M , et pour l’autre , A! M , qui est le supplé- 
ment de A M, car on entend par le supplément d’un angle 
ou d'un arc, ce qu’il faut ajouter à cet angle ou à cet arc 
pour en faire deux droits , ou la demi circonférence. On 
conclura aussi de ce qui précède , que le sinus du supplé- 
ment d’un arc est le même que celui de cet arc. Nous 
donnerons plus loin des notions générales sur les différen» 
arcs qui peuvent avoir un même sinus, une même tan- 
gente, &c. 

_ *4. 11 suit de ce qui précède, que le sinus d'un arc 
quelconque A N est la moitié de la corde AM de l’arc 
double A NM, et que la corde AM est le double du 
sinus de l’arc A N, moitié de A NM) de manière que 
lorsque les sinus sont connus , on en déduit lès cordes , 
et vice versa. 

1 5. Nous sommes én état d’expfiquer maintenant 
comment on a pn dresser une tablé des sinus et des co- 
sinus. On a conçu premièrement le quart de cercle par- 
tagé en un certain nombre de parties égales que l’on 
a nommées œgrés. On divisoit autrefois 'la circonfé- 
rence entière én 36o degrés j on subdivisoit ensuite 
chacun de tes degrés en 6o parties appelées minutes ; 
chacune de cés foînutes en 6o partiés appelées secondes ; 
chacune de ces secondes en 6o parties appelées tier- 
ces , &c. La marque des degrés est le caractère 0 placé 
à la droite du nombre et au-dessus, celle des minutes 
celle des secondes", celle des tieïces , &c. en sorte 
que if 5"' signifie,*^ 2 degrés 3i minutes i4 se- 

condes 5 tierces. 

11 est facile de voir que dans la mesure des angles o» 
n’à aucun égard à la valeur absolue dés arcs , mai» &ule- 
• ment à 1 leur rapport avec la circonférence entière. Il 
lei&blferoit. fort naturel de la prendre pour l’unité , et 
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' I * * i 

d’exprimer les arcs par des fractions , soit quelconques, 
soit décimales. Cependant quelques considérations parti- 
culières ont déterminé les sayans chargés de la réforme 
des poids et mesures, à prendre.l'angle droit pour l’unité 
des angles, et pat conséquent le quart de cercle ou qua - 
drans pour l’unité des arcs. Us l’ont divisé en cent parties 
égales qu’ils ont nommées gradés , et qu’ils ont substituées 
aux anciens degrés , chacun de ces grades en cent parties 
égales. Ces dernières divisions remplacent les minutes, 
et peuvent être subdivisées autant qu’on le voudra , sui- 

al. >tir-\io7 fil f v» • ij>v 

Vant la progression décimale. 

En employant dans le cours de cet ouvrage la nou- 
velle division du cercle, nous exprimeroijs les arcs par 
des nombres décimaux écrits à l ordinaire ; mais nous 
placerons au-dessus du chiffre des unités, et à droite, 
la lettre »,.ponx désigner que f unité est le quart de cer- 
cle , et pour empêcher qù’on ne confond? les mesures 
d’arcs avec les autres nombres. 01,435, par exemple , 
représentera l’arc égal à ou f'izz du quadrans, et 
sera par conséquent composé de 43 grades et 5o mi- 
nutes (*). 

Ce n’est pas non plus les valeurs absolues des sinus que 
l’on a besoin de calculer, mais seulement leur rapp.ort 
avec le rayon, puisqu’il Suffit de connoître dans tous les 
triangles CPM, C P'M , fkc.Jlg. 2 , les rapport^ qu’ont 
entre eux les côtés (a). On peut donc , pour plus de 

• " * 

(*) Il paroit que les principales raisons qui ont fait choisir l’angle 
droit pour nqi^é , sont, i g . que le cercle entier, «proprement parler, 
ne mesure poiut nn angle , puitqu’alors le rayon mobile CM ( fîg. t ) FIG 
est revenn s'appliquer sur le rayon CA; s*. que le sinus auquel où 
rapporte toutes les autres lignes trigonométriqnes , prend dans t'éten- 
due du quart de cercle ou de l’angle droit, toutes les valeurs dont il 
est susceptible. 
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simplicité, prendre le rayon pour unité, et partager 
-ensuite cette unité en autant de parties qu’on voudra, 
en 100000, par exemple, ainsi qu'on a coutume de le 
faire, et déterminer ensuite combien chaque sinus PM , 
P 1 M', P "M", &c. contient de ces parties. 

ï 6. Le rayon du cercle sur lequel on se propose de 
construire les tables étant 1 , et sa circonférence étant 
V FIG,6. designée par ir , le sinus de AB ,Jig. 6, ou sin|ir= ( i; 
on a d’ailleurs cos|sr = o: faisant donc a! — la for- 
mule sin j a' = l \/ 2 R % — a R cos a’ ( i3 ) fait voir quels 
sinus de la moitié du quart de cercle ou de estf 
. On peut aussi s’en convaincre à jpriori, puisque le trian- 
gle C M P est alors isocèle , et que l’on a par conséquent 

aPM'~cfl % — \, 

d’où 

WW = { et =\/JxT=|V/T 

L’arc ABzz\* étant pris pour unité, AM sera de 
o?5 : on aura donc 

sin 09, 5 = cos oi, 5o = ’ \/ a = 0,707106781186. 
Maintenant si on fait oi,5 = a' , o’n trouvera 
sin { a.’ = sin 01,05 == o,38268343a365 
cos£ a' =cosoi,a5 — 0,923879532511. 

En partant de ces dernières valeurs , on arrivera par le» 
mêmes formules, aux valeurs de 

<3P,25 • „ , 01,25 

sm = sin oi,i25. 


cos 


de celles-ci à celles de 
01,125 


sm - 


-sin oi,o6a5 , cos 


01,125 


-=XC0S 01,125 j 


cos oi,o625; 


de ce'lles-ci à celles de , ' 

. oi,o 6 a 5 . 0I062& n - „e 

*m — l z= sin oi,o3ia5 , cos — = cos oi,3ia5 , 

2 2 

et en continuant ainsi de partager chaque arc en deux 
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parties égales , on parviendra à un très-petit arc. A la 
quatorzième division , on tombe snr un arc qui n’est que 
rrit* du quart de cercle; la petitesse de cet arc est telle, • 
que dans les douze premières décimales il ne diffère pas 
de son sinus. 

* - - 

1 7. Pour s’en convaincre il Faut observer que la lon- 
gueur' d’un arc est toujours moindre que celle de sa tan- 
gente, et plus grande que celle de son sinus. En effet, 
si on prend au-dessous du rayon A C, Eg. 7, l’arc AM' = FIG. 7. 
AM, que l’on tire la corde MM’, et que l’on mène les 
tangentes MT, M’T, il est facile de voir que les tan- 
gentes doivent rencontrer toutes deux le rayon AC dans 
un même point, puisque les, triangles CMT et CM 1 T, 
sont égaux. Les lignes MT et MT étant égales aussi bien 
que les lignes PM et PM' , et les arcs AM et AM', on 
aura %AM<iiMT eta.4M> aPM, parce que la longueur 
d’un arc de cercle est comprise entre celles des portion* 
correspondantes des polygones inscrit et circonscrit (*) , 

( Géant . i5o),AMCMT, AM>PM. 

Je ferai remarquer.à cette occasion que le rapport entre 

la tangente et le sinus d’un arc tend sans cesse vers l’unité 

• . _ sinus 

à mesure que l’arc diminue. En effet, detanga= — * — , on 
^ ». cos a * 


(*) La proposition rappelée ci-dessu* est un cas particulier de ^ 
cette autre : Les lignes qui sont par-tout convexes dans le meme 
sens , sont d'autant plus longues qu'elles s'écartent davantage de 
la ligne droite. En effet , si l’on mène à la ligne courbe AC B, 
fig. 8, intérieure à la couçbe A MB, une tangente DE, cette FfG. 8, 
tangente sera plus courte que l’arc DME, et on aura A DE B 
<AMB. Tirant ensuite par le» points H et L , intermédiaires entre 
A et C, C et B , les tangentes F G , IK , on formera une nouvelle 
ligne brisée AEGIKB ,'< qui sera moindre que fa première, puisque 
f G <F D -+- V G, 1 K < / F. ■+■ E K. U est évident qu'on construira 
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fin a 


tire = cos a et comme cos a approche sans cesse 

tang a rr 

de l’unité, il s’ensuit que la tangente et le sinus appro- 
chent aussi de plus en plus de l’égalité , parce que la 
limite ( Alg- 200 ) de leur rapport est l'unité. 

1 8. Ilsuit évidemment de-là que si la valeur de la tan- 
gente ^et celle du sinus d’un petit arc AM, ne diffèrent 
point dans un certain nombre de leurs premiers chiffres , 
ces mêmes premiers chiffres donneront aussi une valeur 
approchée de l’arc. En prenant, par exemple , P M = 
0,0001 , on trouve 

CP= ^ ~cW 


et 


MT - 


P M' =0,999 999 995,, 

ÇM X PM , 

~ 0,000 100 000 000 0 , 


CP 


valeur qui ne diffère de PMqu’au treizième chiffre. Ayant 
donc trouvé que le sinus de ttîtï q uar t de cercle , est 
0,000873799,00 en conclura que ce sinus ne diffère 
point de l’arc dans les douze premiers chiffres, et que 
par conséquent le nombre rapporté ci-dessus exprime 
aussi la valeur approchée de l’arc proposé (*). 


de la même maoière une suite indéfinie de ligues brisées qui iront - 
sans cesse en diminuant à mesure qu’elles approcheront de se con- 
fondre avec la courbe A CB, qui sera donc non-seulement plus 
petite que AMB , mais encore que toutes les lignes brisées dont on 
Vient de parler. 

(*) La même chose se prouve ‘en réduisant en série l’expression de 

t 

sia a 

=7 ( 8 , 10); 


O... u S,na 

la tangente. En effet, on a tang a =' =r. . ~ 

co sa y 1 — si, 

sin a 1 ‘ 

mais — =.=sina(i — sina 1 ) » développant la dernière 

y 1 — sina 1 

quantité par la formule du binôme , on trouvera 

tang a = sin a -4- i sin a* ■+■ ~ sin a 1 -fc Sic, 

11 est évident que tant que sina sera une petite fraction décimale, 
le terme ÿ sin a * ne pourra influer que sur les derniers chiffres de 

1 9- 
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1 9 - On voit <yie tant que les arcs sont assez petits pour 
se confondre avec leurs sinus et leurs tangentes, ces der- 
nières lignes leur sont proportionnelles, et que par con- 
séquent on a 


sm 


H 


sm 


11 


T 

lî 


ib ’584 ” îooooo* ' i 6384 

ou :: 100000 : i6384. 

Un aura donc 


is 


t 00000 


i 6384 sin 


11 


sin o 1 !, 00001 = • 


1 6384 


100000 


0,000 oi 5 707 g 63 , 


au moins dans les douze premières décimales. On trou- 
vera par la même raison 

sin 0,0000a — 2 sin 0,00001 
sin o,oooo 3 = 3 sin 0,00001 
sin o,oooo 4=4 sin 0,0000 1 
etc. 

Ayant soin de calculer en même temps le cosinus et la 
tangente de chacun deces ar?s, on verra qu'on peut suivre 
cette voie jusqu a 1 arc dont le sinus et la tangente se con- 
fondent encore dans les douze premières décimales. 

Si 1 on ne vouloit avoir les valeurs approchées que jus- 
qu’à la huitième décimale, on pourroit pousser ainsi jus- 
qu a l’arc de 0,001 . * 

Pour s’élever ensuite à des arcs plus grands , on se ser- 
vira des équations 


sin 2 a = 2 sin a cos a 
cos 3 a = co sa* — sin a 1 
sin ( adz b ) = sin a cos b ± cos a sin b 

cos(a±i) = C osacos6i^:sin.a sin b; 


i «pression de l’arc a , et que dans les premiers 011 aura arc a = j| n a 
En faisant sin a=o,ooot , on trouve f sin a »=o ocu 000 000000 5 , 
résultat qui 11c peut changer que le treizième Aiffre. 

Trigonométrie. jj 
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faisant successivement a = oi.ooi , a = çfi, 002, etc. dans 
les deux premières , oti en déduira 

sin 01,00 a , sin oi,oo4 
cos 01,002, cos 01,004 
etc. 

et prenant ensuite c=oi,ooi , & = 01,002, a =01,002, 
b = oi,oo3 , etc. on obtiendra par le moyen des deux der- 
nières , 

sin oi,oo3 , sin oi,oo5 
cos oi,oo3 , cos oi,oo5 
etc. 

Cet exposé sufFvt pour faire concevoir comment on a 
pu former les tables trigonométriques. I! existe d'ailleurs 
des méthodes plus expéditives pour calculer les sinus des 
arcs quelconques , par le moyen de séries convergentes 
qui se déduisent des équations du numéro 1 1. On les trou- 
vera dans l’Introduction de mon Traité du Calcul diffé- 
rentiel et du Calcul intégra 4 

20. La méthode que nous venons d’exposer pour for- 
mer les tables de sinus, peut s’adapter à l’ancienne divi- 
sion du cercle en 36o° ; mais alors il faut partir du sinus 
du j du quart du cercle , ou de 3o° , parce qu’il est égal 
à la moitié du rayon ; cffqu’on peut prouver ainsi : 

On sait que le rayon est le côté de l’hexagone inscrit, 
ou , ce qui est la même chose , la corde du } de la dèmi- 
circonférence , c'est-à-dire d’un arc de 6o° : prenant donc 
5 ’ la corde A PM = AC, fig. 9 , on aura A NM = 6 o° ; et 
PM, moitié de AM ou de AC, sera le sinus de l’arc 
MN — \ ANM= 3o° ; donc le sinus de 3o° = ? R. 

21. Pour faciliter les calculs on a substitué depuis 
long-temps aux valeurs des sinus , cosinus , tangentes et 
cotangentes , leurs logarithmes ; et dans la plupart des 
tables , on ne trouve plus que ces derniers ; en sorte que; 
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par leurs moyen, on résout toujours l’une ou l’autre de 
ces questions : 

i°. Un arc étant donné , trouver le logarithme de son 
sinus, ou celui de son cosinus , ou celui de sa tangente , 
ou celui de sa cotangente. 

a*. Coniioissant le logarithme du sinus , ou celui dn 
cosinus, ou celui de la tangente , ou celui de la cotangente 
d'un arc , trouver cet arc. 

La solution de ces questions tient à la disposition des 
tables, disposition qui n’est pas la même dans toutes, et 
qui se trouve toujours expliquée en tête de chacune 
d’elles ; c’est pourquoi nous n’en parlerons point ici. Nous 
nous bornerons à indiquer les tables de Callet , comme les 
meilleures relativAnent à l’ancienne division , et celles de 
Borda ou celles de MM. Hobert et Ideler , par rapport à 
la nouvelle. 

Les tables trigonométriques n’embrassent que l’étendffe 
du quart de cercle ; mais elles donnent malgré cela les 
sinus et les cosinus, les tangentes et les cotangentes , pour 
tousles arcs, quelque grands qu’ils soient, ainsi que nous 
allons le faire voir en examinant la marche des ligne* , 
trigonométriques par rapport aux divers degrc3 de gran- 
deur par lesquels peut passer un arc de cercle. 

33. Pour bien comprendre ce qui va suivre , il faut «e 
pénétrer d’avance de la continuité qui règne toujours 
entre les différens résultats qu’on déduit d’une même ex- 
pression algébrique, ou d’une même construction géomé- 
trique , et qui consiste en ce que chaque valeur que prend 
l’expression dont il s'agit, est toujours précédée ou suivie 
da valeurs qui different aussi peu qu’on voudra de la pre- 
mière, et en ce que, dans la description d’une ligne, 
chaque point est toujours précédé ou suivi de points qui 
lui sont immédiatement contigu*. Cela posé , si on con- 

Ba 
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FIG, io. Ç 0 ** <î ue I e rayon M C, Eg. 10 , d’abord couché s«r A C, 
tourne autour du point C, comme sur une charnière, ce 
rayon formera successivement, avec A C, tous les angles 
possibles; et le point M, situé à son extrémité , passera 
sur tousles points delà circonférence du cercIe^BA' B' A, 
ou , ce qui est la même chose , la décrira. En suivant avec 
attention le mouvement que nous venons d'indiquer , on 
voit d’abord qu’au pointé, où l’arc est nul, le sinusest 
nul aussi, et le cosinus ne diffère pas du rayon AC. 
Lorsque le rayon CM s’est détaché àe AC, le sinus 
PM augmente à mesure que le point M, que j’appellerai 
désormais le point décrivant, s’avance vers li ; et quand 
il y est parvenu , PM devient égal à f*. ou au rayon. 
Dans les mêmes circonstances , le cosinus P C diminue 
sans cesse, et devient nul lorsque le point M est en B ; 
Jongle ACB est alors droit, et l’arc AB~\*. Le point 
M continuant son mouvement au-delà du point B , le sinus 
décroît, et le cosinus, qui tombe maintenant sur le dia- 
mètre AA ' , d’un côté du point C, opposé à celui où il 
étoit avant le point B augmente. C’est ce que prouve la 
seule inspection de la ligure : P'M', sinus de A B M ' , est 
moindre que B C , sinus de A B) et CP 1 , cbsinus du pre- 
mier de ces arcs, surpasse le cosinus du second , qui est 
nul. II est à propos de remarquer que P' M' et CP' sont 
respectivement le sinus et le cosinus de l’arc A' M r , 
compté du point A' et supplément de ABM 1 ; d’où il suit 
qu’un angle obtus a le même sinus et le même cosinus que 
son supplément. 

Lorsque le point M r est parvenu en A ' , le sinus est nul 
comme au point A , et le cosinus est encore une fois égal 
au rayon. Au point A‘ , l’arc A B A' est égal à la demi- 
circonférence, ou à i » : l’angle ACM a atteint sa plus 
grande limite, mais rien ne s’oppose à ce que le rayon 
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CM et le point décrivant ne continuent leur mouvement FIQ. Ia - 
et ne passent au-dessous du diamètre AA' . Le sinus, qui 
devient alors P"M", tombe aussi au - dessous du dia- 
mètre , et augmente à mesure que le point M" s’approche 
de B ' , tandis que le cosinus C P 1 ' diminue. Au point B ' , 
où l’arc AB A' B' ejt les £ de la circonférence, ou 
l’un est égal au rayon CB' , et l’autre est nul. Enfin, 
depuis B‘ jusqu’en A , le sinus P'" M"‘ , toujours au-des- 
sous deAA', diminue sans cesse, et le cosinus CP'", qui 
se trouve alors du même côté où il étoit dans le premier 
quart de cercle AB , augmente et devient égal au rayon 
en A. A ce point le sinus est nul, le rayon décrivant a 
achevé une révolution, mais il en peut recommencer une 
autre ; et considérant toujours comme un seul arc la to- 
talité du chemin parcouru par le point M , depuis le com- 
mencement du mouvement, on aura des arcs plus grands 
que la circonférence, et qui auront les mêmes sinus , co- 
sinus, tangentes , cotangentes, que ceux qui ont été dé- 
crits dans la première révolution. Ces considérations mè- 
nent à des conséquences très-importantes ponr l’analyse , 
et que j’ai développées dans le III* chapitre du premier 
volume démon Calcul différentiel et intégral. 

32T. Cherchons maintenant comment les expressions 
analytiques des sinus et cosinus répondent aux diverses 
circonstances que nous venons de remarquer. Pour cela , 
faisons d’abord a = dans les équations 
cos ( a rh b) = cos a cos b sin a sin b y 

sin (a ±b~)= sin a cosôdzsin bcçsa j ^ ' 

En observant que cos^'T=.o , et que sin|7r= ï , nous 
trouverons 

cos (’ia±ô)=qrsin6 
sin ( ^ t ± b ) = cos b 

B 3 
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I 'IG* to. d’où il suit que si l'on regarde connue positifs le sinus et 
Je cosinus d’un arc moindre que le quart de la circonfé- 
rence , le cosinus d’un arc plus grand sera négatif, tandis 
que son sinus sera positif. Si l’on fait aussi 6 = Jt, on 
aura cos — i , sin £ îr= o. 

Supposons ensuite que , dans les équations (A), a — {ir t 
nous obtiendrons , d'après ce qui précède , 
cos rr ±zb)~ — cos b 
sin (| T±b) = zpsin b , 

ce qui nous montre que tout arc compris entre £ “T et^x 
aura son sinus et son cosinus négatifs; et lorsque 6 — £ 
on a 

cos-ar — o, sin^*' = — 1. 

Examinons enfin le cas où a = : en vertu des va- 

leurs précédentes, les équations (A) se réduisent dans 
ce cas à 

cos sin b 

sin (-x-rtù) = — .cosù 

et il s’ensuit que tout arc compris entre | x et J *• ou w, 
a son cosinus positif et son sinus négatif. 

En récapitulant ces résultats on verra , 

i°. Que depuis le point A jusqu'au pointé', oii l’arc 
A B A' — f sr, les sinus sont positifs ; 

ù°. Que depuis le point A ' jusqu’au pointé, où l’arc 
ABA'B'A = *• , c’est-à-dire de jx-, jusqu’à w> les sinus 
sont négatifs; 

3°. Que depuis le point A jusqu’au point B , où l’arc 
AB z=iiT,les cosinus sont positifs; 

4°. Que depuis le point B jüsqu’au point B' , où l’arc v 
A B A' B' — j x-, c’est-à-dire de à \ * , les cosinus sont 

négatifs ; 

5°. Enfin que depuis le point B’ jusqu’au point A , où 

» 
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l’arc A B A' B' A = v , c’est à-dire de j *• àa-jies cosi- ° 

nus sont positifs. 

Et l’on remarquera sans peine que les sinus changent 
de signe lorsqu’ils passent au dessous du diamètre AA ' , 
et les cosinus lorsqu’ils passent d’un côté à l’autre du • 
point C, ou qu’ils tombent en-deçà ou en-delà du dia- 
mètre B B' , perpendiculaire au premier. 

24 . En suivant le cours des tangentes on trouvera 
qu’elles augmentent sans cesse depuis le point A jusqu’au 
point B , où l’arc AM est devenu égal à A ce point, 
la sécante JVC se confondant avec CB , est parallèle à la 
tangente A N , et ne la rencontre par conséquent plus; en 
sorte que l’arc A B n’a point , à proprement parler , de 
tangente trigonométrique. On dit cependant que sa tan- 
gente est infinie; mais par cette expression , il faut enten- 
dre qu’en prenant le point M aussi près du point B qu’il 
sera nécessaire, on trouvera une tangente AN plus grande 
que telle quantité qu’on voudra. C’est aussi ce que prouve 
. sin a 

1 équation tang a = , qui donne pour tang a une 

• - e* 

valeur d'autant plus grande, que cos a est plus petit , 
ou qu’ôn approche davantage du point B. 

Lorsqu’on aa = oi,5o, on a cos a = sin a, et par 
conséquent tang oi,5o == 1 . 

On prouve la même chose j/br le triangle CAN, qui 
devient isocèle dans ce cas, puisque l’angle A CN étant 
égal à la moitié d’un droit , il en est nécessairement de 
même de l’angle ANC-, la tangente AN est donc égale 
au rayon. 

Quand l’arc AM est plus grand que ^ir, le rayon MC 
ne rencontre plus la ligne A N au-dessus du diamètre, 
mais au-dessous. La véritable tangente A N' est égale, 

B 4 
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C. 10 . a j ns ; q U 'j] est f ac i| e d e ] e voir, à A' ri. tangente de Tare 
A'M' , supplément de AM' , mais se trouve placée dan* 
lin sens opposé. Dans le troisième qnart du cercle , la tan- 
gente qni a été nulle an point Â , repasse au-dessus du 
diamètre AA'-, et A-ff est encore la tangente de l’arc 
AA' M". Le rayon devenant encore parallèle à AN au 
point B' , la tangente est encore infinie à ce point, passé 
lequel elle revient au-dessous du diamètre : en effet , l’arc 
AA'M"' par exemple , a évidemment pour tangente .^INT. 

2 5. Voyons maintenant ce qui résulte de l’expression 
«algébrique de la tangente , 

sin ci 

tanga = . 

cos a 

Il est visible que sa valeur sera positive dans tous les 
cas où le sinus et le cosinus seront de même signe, ce 
qui a lieu depuis o jusqu’à j x et depuis { x jusqu’à £x ; 
elle sera par conséquent négative depuis \ x jusqu’aux, 
et depuis , jusqu’à x; d'où il suit que , pour les tan- 
gentes comme pour les sinus et les cosinus , les chan- 
gemens de signe correspondent aussi aux changemens 
de situation. On trouveroit de même que les. cotan- 
gentes sont positives depuis o° jusqu’à £ x, depuis | x 
jusqu’à A x, et négatives depuis £ x jusqu’à \ x , depuis i x 
jusqu’à x. t 

26 . La proposition que nous avons démontrée n°n 
a de nombreuses conséquences, dont quelques-unes nous 
seront nécessaires dans la suite; c’est pourquoi nous les 
placerons ici. 

ï. 0 . En ajoutant entre elles les deux équations 

. , ... sin a cos b + sin b cos ci » 

sm (a+ b) — — 
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sin a cos b — sin b cos a 


sin (a — b)~ 
nous aurons 


R 


d’où 


. , . a sin o cos 6 

sin (a -f-b) - f- sin (a — b)= , 

»• *A 


OU * 

R R 

sin a cos b = — sin { a ù ) 4- — sin(« — b). 

1 2 ' 2 . 

3°. En retranchant la seconde équation de la première , 
on aura 

- , , , . n sin b cos a 

sm(a-f6) — sin ( a — b ) = , 

R 

d’où 

R R 

sin b cos a~ — sin fo-f J) sin (a — b). 

2 a ‘ 

Lorsque a— b, cette formule et la précédente donnent 

R . 

cos a sin a = — sin a a. 
a 

3°. En ajoutant entre elles les deux équations 
cos a cos b — sin a sin £ 


cos ( a -{- b ) = • 
cos ( a — b ) = 


cos a cos Z» -f- sin « sin b 


R 


on aura 


cos (a +ù) + cos (a — b)~ 


d’où 


2 cos a cos b 

R 


R R 

cos a cos b = cos ( a b ) -j cos ( a — b ). 

Lorsque a — b, cette formule donne 

, R , jR* 

cos — cos 2 a -| , 

2 3 

en observant que le cosinus est égal au rayon, lorsque 
l’arc est nul. 
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4°. En retranchant la première de la seconde , il 
•viendra 

a siïi a sin b 

cos (a — b ) — cos ( a -j- b ) = , 

ri 

d’où v 

R R 

sin a sin b = — cos (« — ù) cos (a -f- ù). 

Lorsque a = b , cette formule donne 


R* R 

sin a* = cos a a. 

, • sa 

• l 

5°. Si l’on fait a -f- b= a', a — b?=b' , on trouvera , 
en ajoutant ces deux équations, a a — al +b r , et en re- 
tranchant la seconde de la première, 2 b=.a! — è'; il 

. a' -f- b' a' — b' 

suit de-la que a — , b = . 

a a 

Mettant ces valeurs de a et de b , dans les expres- 
sions de sin a cos b , sin b cos a , cos a cos b , sin a sin b t 
obtenues précédemment, on trouvera 

sin f («' -}- b') cos f (a r — b')— — ( sin a + sin b' ) 

sin ! ( a — -b' ) cos |( a'-f b' ) = ^ ( sin a' — sin b' ) 

cos j (a r -f- b' ) cos | ( a 1 — b' ) = ( cos a + cos b' ) 

jj 

sin{(«' +&') sin£(a* — b' ) = — (cos &* — cos a* ) 

Divisant la seconde des formules précédentes par la 
première , on aura 

• sin£(a' — b') cos ~(a + b') 

sin x.(® b') cos £ ( a — b') 

*int(«— V) cos H a + b ' ) sin a* — sin b’ 
c0S I( rt ' — b' ) * sin -i ( a + b‘ ) “sin a* -f sin b‘ ' 


/ 
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Observant ensuite que 


sin Â tang .4 


conseqi 




cos A 


R 


(8) , et que par 


os A 


R 


in A tang-^f 
tang \{a'—b' ) 
tang| (a' + b' ) 


, on obtiendra 
sin a — sin b * 


sin a* -j- sin b‘ ' 

On conclura de même des deux dernières formules rap- 
portées ci-dessus , que 

cos b' — co sa' _ tang j (a + b’) tangt ( a — b ') 
cos a -f- cos g» * 

En divisant l’expression de sin (ait b ) par celle 
de cos ( a dr b ) , on aura 

sin (a ±6) sin a cos b db sin b cos a 

cos(aifc£) cos a cos b z+: sin a sin b * 

divisant ensuite le numérateur et le dénominateur de la 
fraction du second membre par cos ci cos b , elle devien- 
dra 


et comme en général 
dra par ce moyen 

tanga 

tang(g±6) r 

R 


cos a % 

cos b 

sin a 

sin b 

cos a 

cos b 

sin A 

_ tang A 

cos A~ 

R 


( 8 ) , on obtien- 


tang& 

, R K(tanga±tang&) 

j tanga _ tang b R* qp tang a tang b 


R 


et enfin tang ( a ± b) = ^ tan g a±ta "S^ 

. K a qr tang a tang b. 

En se rappelant que cot A =1 —^-(9), on trouvera 



riG. io* 
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R 1 ~ tang a tang b 


:b) = 


tang (flÜ) 
R* + R ‘ 


tang a rh tang 6 

K» % 


cot a ' cot b 


R x . R* * 
cot a cot b 

et en réduisant, on parviendra à 

cot a cot bzz:R % 


cot (a ±b ) = ■ 


cot b ± cot a 


27. L’équation 


tang 7 ( a — b' ) sin a' — sin b' 


7 , de 


tang f ( a' -f- b ' ) sin a! -f- sin b' 

laquelle il résulte que la somme des sinus de deux arcs 
est à leur différence, comme la tangente de la demi- 
somme de ces arcs est à la tangente de leur demi-différence, 
s’obtient immédiatement par une construction géomé- 
trique fort élégante. 

• A Met AN, fig. 1 o * , étant les deux arcs a r et b r , on 
aura MP — sin a' , NQ — sin b' ; menant NC pa- 
rallèle au diamètre A B , prolongeant MP jusqu’en M‘ , 
on aura 

MR — M P — N Q = sin a — sin b' , 
MR=M' P -j- NQ= sin a -f- sin b' (14). 

Cela fait, si du point C , comme centre, et d’un rayon 
CD, égal àcelui du cercle ACB, on décrit un arc EDG, 
que l’on mène au point D de cet arc une tangente ter- 
minée par les droites CM et CM' , il est visible que DF 
et D H seront les tangentes des arcs D E et D G , qui me- 
•urent les angles M CN et N CM' ; et comme ces angles 
ont leur sommet à la circonférence du cercle A CB, ils 
auront aussi pour mesure la moitié de 

NM— AM— AN — a' —b', 

et celle de 


s 
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NM zmzAM -f JN= a'+b'. 

On aura donc 

DF — tang|(a' — b'), DH=tang {(«’ + b'). 

Mais à cause des parallèles MM' et F H , on aura cette 
proportion 

MR: MR:: DF. DH, 

*ina' — sinù'tsina'-J-sinù' : :tangi(a' — ù'):tangl(a'-f-j' ), 
ce qui revient à l’équation proposée. 

Il seroit facile de modifier la construction ci-dessus de 
manière à en déduire les diverses équations analogues à 
celle qu’on vient de démontrer. 

2$. Comme on a souvent occasion de faire usage des 
formules auxquelles nous sommes parvenus précédem- 
ment, nous les avons réunies dans le tableau suivant, 
avec d'autres qui s’en déduisent*ir des procédés faciles 
à imaginer. Les numéros qu’on Ht aprèâ chaque formule 
marquent les articles où elles ont été trouvées , ou des- 
quels on peut les conclure. 
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29. Appliquons maintenant les tables trigonoraétriques 
à la résolution des triangles rectangles , et rappelons- 
nous que , par le moyen de ces tables, lorsqu’un aqgle 
^ est connu , la valçur de son sinus , celle de son cosinus , 
celle de sa tangente , et celle de sa cotangente sont con- 
nues aussi , et que , réciproquement , quand la valeur de 
l’une de ces lignes est donnée , celle de l’arc doit être re- 
gardée comme donnée. 

FIG. 1 1 . Soit CDE , fig. 1 1 , un triangle rectangle en D ; de l’un 
des angles aigus C, décrivons , avec un rayon égal à celui 
des tables , l’arc AM\ abaissons PM perpendiculaire gur 
A C', élevons la tangente CIV; nous formerons les deux 
triangles des tables, savoir: CPM qui sera celui du sinus 
et du cosinus , et CA N celui de la tangente et de la sé- 
cante; l’un et l'autre seront semblables au triangle pro- 
posé. En les comparant successivement avec celui-ci ,on 
en tirera 

CM: MP :: CE : DE 1 s in C :: CE : DE 

CM: CP :: CE : CD 1 ° U \ R : cos C : : C E : CO 

CA : AN : : CD : D E ou R : tangC : : C D : DE 

L’angle E étant complément de l'angle C , on aura 

cos C = sin E ; les deux premières proportions peuvent 
se réunir dans une seule et s’énoncer ainsi : Le rayon 
est aii sinus de l'un des angles aigus du triangle rectangle 
® propose, comme l'hypoténuse est au côté opposé à cet 
angle. _ £ 

La troisième nous apprend que le rayon est à Ta tan- 
gente de l'un des angles aigus du triangle rectangle pro- 
posé , comme le côté de l'angle droit adjacent à cet angle 
aigu est au coté opposé. 

Le rayon étant toujours donné , il suffira de connoître 
deux des trois autres termes de chacune des proportions 
que nous venons d’énoncer, pour trouver celui qui reste. > 

Ainsi 
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Ainsi, par la première on déterminera toujours une de 
ces trois choses, l’hypothénuse , un coté et un angle aigu , 
lorsqu’on en connoîtra deux. 

J’ai mis siropleraentun angle aigu, quoique la porpor- 
tion exige que cet angle soitgppposé au côté donné ou 
cherché, parce qu’un des angles aigus fait trouver l’autre 
rur-le-champ ; et que par conséquent si celui qu’on con- 
noît ou qu’on cherche , ne remplit pas cette condition, on 
peut employer son complément. 

Par la seconde proportion on déterminera toujours 
une de ces trois choses : les deux côtes d'un angle droit et 
un angle aigu , lorsqu'on en connoîtra deux. 

11 suit de-là , i°. que, connoissant un côté et un angle 
d’un triangle rectangle, on peut calculer les deux autres 
côtés; a®, que, connoissant deux quelconques des côtés, 
on peut calculer les angles aigus. 

Ces deux cas ne comprennent pas celui où l'on a deux 
côtés quelconques d’un triangle, et où l’on cherche le 
troisième ; mais celui-ci se résout immédiatement par 
la proposition connue du triangle rectangle qui donne 

CD' -f- DË l ~ CE '*■ et d’où l’on tire CE~V CD l +DË\ 
Si l’on connoissoit Ihypothénuse CE, et l’un des côtés 
de l’angle droit D E , par exemple, on auroit 

CD=Ÿ CE 1 — £> £ l ; 

en observant que CE* — DÉ x — { CE-\- DE) (CE — DE), 
et en prenant les logarithmes des deux membres de l’équa- 
tion CD=p\/{CE + DE) {CE — 1?E) , on trouveroit 
ICD=-1 [1(CE+ DE) -f l(CE — DEft. 
Lorsqu’on construit des formules qui doivent servir à des 
calculs numériques, il faut toujours tâcher de lesprépa- 
parerde manière qu’on puisse y appliquer les logarithmes 
Trigonométrie. C 
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HG. n. commodément ; c’est-à-dire qu’on ne soit obligé de pas- 
ser des logarithmes aux nombres, et de repasser de ceux- 
ci aux premiers, que le moinsqu’il est possible. En appli- 
quant les logarithmes à la recherche de CD, au moyen 
de sa première expression^ on sentira biel évidemment 
l’objet de notre remarque. 

Nous terminerons cet exposé des principes qui servent 
à résoudre les triangles rectangles , en observant que les 
deux cas que nous venons de traiter en dernier lieu se 
résolvent aussi par les deux proportions rapportées au 
commencement de cet article ; car , i°. si , connoissant 
CD et DE, on veut trouver CE, on pourra calculer 
l’un des angles aigus, C, par exemple, par la propor- 
tion jR : tang C ” CD : DE) ayant trouvé cet angle, 
on calculera l’hypothénuse C E par la proportion 
■R:sin C y. CE : DE, dans laquelle on connoîtra les 
trois termes R , sin C et DE. z°. Lorsque l’on connoîtra 
l’hypothénuse CE et l’un des deux autres côtés, CD, par 
exemple, on calculera l’angle aigu opposé au côté cherché, 
par la proportion R : sin E, ou cos C " CE: CD ; 
puis on trouvera le côté D E par la proportion 
R : sin C ” CE : DE. v 

5o. On peut résumer ce qui vient d'être dit sur les ' 
triangles rectangles d’une manière commode, en désignant 
leurs angles par A, B , C ; A étant l’angle droit, et nom- 
mant a, b etc les côtés qui sont respectivement opposés 
FIG.i*. à chacun de ses angles, ainsi que le montre la figure ta. 
On aura d’abord par le premier principe 

R : sin C a: c, R : sin B : ; a : b, ' 

d’où l’on tirera 

c sin C b sin B 

-Ï=-1C’ V~~R~’ 

chassant a de ces deux équations, ce qui se fait en divi- 
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sant chaque membre delà première par son correspon- 
dant dans la seconde, on trouvera 
c sin C 

, b sin B ’ 

• r> ‘ „ sin C tang O . 

et comme sin B — cos C, et que - = — 2 — denré- 

- cos C R 

, c tang C , . '• . 

sultera — = — — — , équation qui représente le second 

principe énoncé dans le numéro précédent. 

Enfin , si l’on quarre chaque membre des deux pre- 
mières équations , et qu’on ajoute ensuite membre à mem- 
bre les équations résultantes , en observant que 

sin C* -f- sin B * = sin C* -f- cos C 1 = R 2 (1 o) , 
on aura 

c* b * , 

# -+-. = *>ou**-fc*=a’. 

Il suit de-là que les deux équatiojis 

c sin C b sin B 

~â~~ R ’ ~a ~R~ ’ 

suffisent conjointement avec la relation qui existe entre 
les angles B et C, pour résoudre tous les cas des triangles 
rectangles. 

J 

3 1 . Le principe sur lequel est fondée la résolutipn des 
triangles rectangles, conduit à celle des triangles quelcon- 
ques. En abaissant de l’angle B du triangle ABC , fig. i3, F j 
une perpendiculaire BD , on formera deux triangles 
A BD , B DC, rectangles en D ; on aura dans le premier 

R :sin A ’.l'AB : BD, 
et dans le second 

R : sin C :: B C : BD, 

ce qui donnera 

RxBD = sinA XAB, R X BD— sin C X BC, 
et d’où il suit par conséquent 
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< 

AB X sin A = BCx sinC , ou sin A : sin C’.‘. BC: AB. 

Lorsque la perpendiculaire tombe en-dehors , l’angle C 
n’estpas commun au triangle A B Cet au triangle B CD; ' 
mais l’angle B CD et l’angle B CA , valant ensemble deux 
’ angles droits , ont le même sinus. 

La proportion que nous venons d’obtenir peut se con- 
vertir en principe général , et s’énoncer ainsi : Da^s un 
triangle quelconque , les sinus des angles sont entre eux 
comme les côtés opposés à ces angles. 

3ü. La même proposition se démontre aussi de la ma- 
nière suivante , qui paroît plus analogue à l’idée que l’on 
a donnée de la trigonométrie dans les numéros 1 et a. 

FIG. 13 *. Ayant inscrit le triangle A B C,fig. 13 % dans un cercle, 
si l’on décrit du centre O de ce cercle, et avec un rayon 
Oa , égal à celui des tables , un arc abc, puis qu'on joigne 
par des droites ai, bc et ac, les points où les rayons 
A 0 , B 0 , C 0 , rencontrent le cercle des tables , on for- 
mera un triangle abc semblable au triangle proposé, et 
dont les côtés ab,bc et a c se déduiront des tables. 

&a similitude des deux triangles A B C et abc devient 
évidente lorsque l’on remarque que les droites a O, b O et 
c 0 étant égales comme rayons d’un même cercle, ainsi 
que les droites AO, B O , CO, les triangles AB O, B OC , 
et A 0 C, ont leurs côtés, AO et BO , BO et CO, AO et 
C 0 , coupés proportionnellement aux points a et b , b et 
c , a et c , et que par conséquent les droites AB et ab, 
B C et bc, AC et ac, sont respectivement parallèles. 

On a donc 

AB : B C : A C ab : b c : a c , 
ou 

ll[ab:{bc:^ac. 

Les angles du triangle abc, ayant leur sommet placé 
à la circonférence, ont respectivement pour mesure la 
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moitié de l’arc soutendu par le côté qui leur est opposé , 
et chacun de ces arcs aura évidemment pour sinus la moi- 
tié du côté qui le soutend (i4) : donc 

£ a b zz sin c = sin C , 
i b c = sin a c= sin A , 
j ac — sin b = sin B, 
et par cojKéquent 

B : B C : A C sin C : sin A : sin B. 

La comparaison des triangles AO B et a ob , montre 
de plus que AB : ab II AO : a O , ou que A B : 2 sin C IT 
A O :aO ; c’est-à-dire que chaque côté du triangle ABC 
est au double dusinus de l'angle qui lui est opposé, comme 
le rayon du cercle circonscrit est à celui des tables (*). 

33 • Désignons, comme dans le n°. 3o, les trois angles 
par A, B, C , et les côtés respectivement opposés à cha- 
cun de ces angles, para, b, c; nous aurons, d’après ce 
procède , les proportions 

sin A : sin B : : a : b , 
sin A : sin C : : a : c, 
sin B : sin C : : b : c , 
desquelles nous déduirons les équations 
b sin B c sin C c sin C 

a sin A ’ a sin A * b sin B 

On résoudra immédiatement par ces proportions un 
triangle : i°. lorsqu’on y connoîtra deux angles et un 
côté , puisqu’ alors tous les angles seront donnés, et que 

(*) On pourroit considérer les lignes ab , b c et a c comme les sinus 
mêmes de ces angles A , B, C, en prenant pour unité le diamètre 
du cercle aie; c’est ainsi que Carnot les a présentées dans l’ouvrage 
Intitulé de la corrélation des figures de géométrie. On y trouve d’a- . 
près cette définition une démonstration très-simples et très-élégante 
de la proposition du n° 1 1 et de ses dérivées les pins importantes. 

C 3 



Digitized by Google 



58 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

les côtés cherchés seront nécessairement opposés à deux 
de ces angles j si, par exemple, a est donné, ainsi que les 
angles B et C, on retranchera la somme de ces angles de 
deux droits , pour avoir l angle A, et les deux premières 
proportions feront connoître les côtés cherchés b et c. 
2 °. Quand on aura un angje et deux côtés dont l'un soit 
opposé à l'angle donné; si, par exemple, on awit l’angle 
A avec lescôtésa etô, on calculeroit l’angle ^parlapre- 
* mière proportion , et connoissant alors deux angles , on 
retomberoit dans le cas précédent. 

II y a deux cas qui , n’étant pas compris dans ceux que 
nous venons d’examiner, semblent échapper à la méthode: 
ce sont ceux dans lesquels on connoît deux côtés et l’an- 
gle compris, ou bien les trois côtés : nous allons nous en 
occuper successivement. 

ô4. Supposons que l'on connoisse les deux côtés a et 
b , et l’angle compris C, et mettons les équations 
c sin C c sin C 

a sin A ' _b sin B ’ 

sous la forme , 

a sin C — c sin A, b sin C— c sin B. 

En ajoutant d’abord les dernières membre à membre, puis 
retranchant ensuite l’une de l'autre, nous trouverons 
( a -j- b ) sin C — c ( sin A -f- sin B ) 

( a — b ) sin C c ( sin A — sin B ) ; 

divisant le dernier résultat par le premier, le côté inconnu 
c disparoît, et on a 

a — b sin A — sin B 

a-j-b sin A -f- sin B ’ 

Or , on a vu (a6) que 
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«in A — sin B tang A — B ) 

iin A -{- sin li tang + ■ÉT’ 

en en conclura 

6 __ ta ngf (^f —B) 
a+b tang £(,4 + B) ^ 
d’où on déduira la proportion 

a + b : a — b : : tang { ( A + B ) : tang ï(A—£), 

qui s’énonce ainsi : La somme des deux côtés d’un triangle 
est à leur différence, comme la tangente de la demi-somme 
des angles opposés à ces côtés , est à la tangente de leur 
demi-différence. 

Tout est connu dans cette proportion , à l’exception de 
A — B ; car si on retrancha de deux quadrans la mesute 
de l’angle connu C, le reste sera celle de ( A -f- B ) ; pre- 
nant par conséquent la valeur de tang A — B), il viendra 

tang — tang ±(A+B), 

formule qui fera connoître A — B. Faisons A -f- B= m 
et A — B — n , en ajoutant ces deux équations, nous 
trouverons 

. . m -f- » 

m-f-n,ouA= ; 

et si nous retranchons la seconde de la première, il viendra 

a B = m — n , ou B — — — - . 

2 

On voit par-là que, connoissant la somme met la diffé- (*) 


(*) On peut aussi , pour plus de brièveté , faire la proportion 
a : b : : tin A : sin B (3i) , 
de laquelle on tire .immédiatement 

“ A- b : a — b : : sin A -+- «in B : sin A — sin B , 
et l'on en conclura , par le n° 27 , 

« + b 4;; tang { (^4 •+■ B): tang; (/f — B). 

C 4 
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rence n des deux angles demandés A et B , on trouvera 
* le plus grand, en ajoutant la moitié de la somme à la 

moitié de Indifférence , et le plus petit , en ôtant la moitié 
de la dijf rence de la moitié de la somme. 

Lorsqu’on aura calculé tous les angles, on trouvera le 
troisième côté par la règle du numéro 3 1. 

35. On peut aussi trouver itajmédiatement le troisième 
côté, en abaissant une perpendiculaire sur l’un des côtes 
donnés; de l’angle A , par exemple, sur le côté donné 
FIG. 14. jBC,Jig. i 4 . On aura, par la propriété connue des trian- 
gles obliquangles, AB* =. AC* B C z guBCxDC) 
le signe supérieur ayant lieu quand la perpendiculaire 
tombe en dedans du triangle, comme dans la figure, et le 
signe inférieur dans le cas où elle tombe en dehors : de 
plus, dans le triangle rectangle AD C, on a (29) 
DC=ACx.sm BAC— AC X cos C,en faisant R — 1; 

on conclura de -1 à. A B*— AC* B C* — zACxBCXcos C, 
et par conséquent 

A B — ^ A C* -f- B C* — iA C.BC. cos C , 
formule qui revient, suivant la notation établie, a 

c—\Za* J rb a — 2 ab cos C , 
et donnera le côté c par le moyen des deux autres a et b , 
et de l’angle C. On n’y a mis qu’un seul signe , parce qùe 
quand l’angle C est obtus, son cosinus est négatif, et 
change par conséquent le — en , comme l’exige la cons- 

truction géométrique. 

36 . Cette formule ne se prête pas commodément au 
calcul logarithmique ; mais comme on a 

cos 2 C= 1 — 2 sin < 7 * (26)., 

on aura aussi 

cos C= 1 — 2 ( sin x C)*, 
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en écrivant | Cà la place de C; et par cette transforma- 
tion on obtiendra 


c={/a*± b * — 2 nb + 4 °b f sin j C) 1 = 

V (a — i) î -f- 4 o 6 (sintC)*: 

* 1 C* — — 

faisant ensdite — -, — V ab — tang *, il en résultera 


a — b 

c = (a — i) V i + tang* 
1 


s — b 


cos * 


-, puisque cos* : 


- — . On calculera facilement tang « par la pre- 

V i -f tang * a 

mière formule; et lorsqu’on sera parvenu à l’angle «, on 
aura par la seconde 

a — b 


cos * 


57. L’équation c = [/a* ■+- b 1 — 2 ab cos Cfaitcon- 
noître l’angle C , lorsque les trois côtés a, t et c, sont 
donnés : en élevant chacun de ses membres au quatre , on 
en tire 

a* -f- b 1 — c* = 3 a b cos C , 

d’où 

a 3 + b 3 —c* 


cos C- 


iab 


Si l’on écrit 3 C pour C, et qu’on mette 1 — 2 sin C ' 3 
à la place de cos C (26), on aura cette expression : 

. c *— a 3 —b 3 c a — a 3 — h 3 Ar 2 ab\ 

a sm C * =5 » -} 7 — = — ~r — 

2 a b za b 

c * — (a — ’6)* (c-f-a — i)(c— a-4*ô) 

2aô 


2 ab 


et par conséquent 


sin C'* 


(c-j-a — ù) ( c — a + ô) 

4 né 
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2 

2 


a b 

>t facile devoir que 

c -f- 0 — h 

C ç + a -f l ) 

2 

2 ' 

c — a -f- b c a b 

2 

2 


bi 


a : 


si donc on fait c -f- a -f- b = /, on aura, en prenant la 
racine quarrée, et en remettant i C au lieu de C , 

y a b 

formule qui conduit à la règle suivante : 

Pour trouver un angle d’un triangle, lorsque les trois 
côtés sont connus , de la demi-somme des trois cotés , re- 
tranches successivement chacun de ceux qui comprennent 
l angle cherché ,• muhiplies les deux restes entre eux ; 
divises ce produit par celui des côtés qui comprennent 
l’angle cherché , et prenant la racine quarrée du quotient, 
vous aurez le sinus de la moitié de cet angle. « 

38 . La solution de tous les cas des triangles obliquan- 
te» ne dépend , comme on voit, que des trois règle* 
énoncées dans les numéros 3 i , 34,37, et repose sur le 
principe dont on a tiré la solution des triangles rectangles 
dans le nu tuero 29. 11 sera donc facile , avec un peu d’at- 
tention , de retenir ces règles; et le calcul des exemples 
que nous allons donner, suffira pour mettre le lecteur en 
état de les appliquer. 




✓ 



Digitized by Google 



DE TRIGONOMÉTRIE. 


43 


Exemples de la résolution des triangles rectangles. 

i«. Supposons que dans le triangle rectangle BAC, 
fig. 12, on connoisse l’hypothénuse a et un côté c, et FIG. iî. 
qu'on cherche l’angle opposé C à ce côté ; soit l’hypo- 
thénuse a = i 3 mëlr «*,i78, le côté c = 7 m ,357. On au- 
ra ( 3 o) , pour déterminer sin C, la proportion 
a~. c : : R : sia C, 

d’où s 


sin C: 


RXc 


et prenant les logarithmes , 

1 sin C — 1 R •+• 1 c 


la. 


/ 


Pour plus de simplicité , nou^supposerons désormais 
le rayon égal à l’unité : son logarithme sera zéro , il n’en 
faudra par conséquent tenir aucun compte; et au lieu 
d'effectuer les soustractions , nous emploierons les com- 
plémens arithmétiques dont la théorie est exposée à la 
Cn de mes Elémens d' Algèbre. Voici l’opération : 


1 c = 1 7,357 = 0,8667008 

comp. arith.la = comp. arith. Ii 3 , 178 = 8, 88 oi 5 o 5 

somme ou 1 sin C. = 9,74685 1 3 

qui , dans les tables , répond à 01,377 = C. 

2 0 . Supposons qu’on connoisse l’angle B — 01 , 4 * 63 » 


J'hypothénuse a = 33 ,a 53 , et qu’on cherche le côté b , 
on aura ( 3 o) 

R : sin B : : a : b , 

d’où 

, a X sin J 3 * 

*=— R— 

15 =Ia-f- IsinB — lR = l'a -f-lsinlî. 


Or, 1 a — 1 33 ,a 53 = i, 52 t 83 o 8 

1 sin i> =lsin 0,0837 = .9,7841210 

somme ou 1 b ==. 1,3059618 
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qui répond, dans les tables, à 2o™,2279 = b , à moins 
d’un ioooo 0 près, 

3 e . Supposons qu'on connoisse le côté c = 5 m , 3 gi , 
l’angle B — oi,35o2 , et v qu’on cherche le côté b, on 
aura 

R : tang B c:b , 

d’où 

, c X tang B 

b = 5 > 

1 b = I c —J— 1 tang B — 1 R. 


Or , 1 c= 1 5,391=. . .0,7316693 

1 tang B = 1 tang oi,35o2 = 9,7876255 

somme où 1 c = io,5ig2«}4# 


qui répond , dans les tafcles , à3“,3o59 = c. 

Exemples de la résolution des triangle sobliquangles. 


i cr . Supposons que l'on connoisse dans le triangle A BC 
le côté c, les angles A et B, et qu’on cherche le côté b. 

Soit A — 11, 28 o 5 , B = 0^5879, c= 27 m ,348; l’angîe 
C sera 21— {A + B) = 21 — i ,8684 = o,! 3 i 6 , et on 
aura 


d’ou 


sin C : c : : sin B : b , 


, c X sin B 

b — r—p— , 

ain C 

1 = 1 c -f - 1 sin Z? — 1 sin C. 


Or , 1 c = 1 27,348 = i, 436 9 a 56 

îsin B = Isin 015879 = .* 9,9018394 

comp. arith. 1 sin C , =comp.arith.l sin 01,1316=0,6877217 

somme ou 1 b 2,0264867 

qui répond, dans les tables, à ioS m ,289 —b. 

2 e . Connoissant dans le triangle , 41 ? des deux côté» 
«, b, et l’angle compris C, trouver le troisième 'côté c* 




% 
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Soit a = 28™, 44 a , b = , C = 09,8426 ; com- 

mençons d’abord par trouver les autres angles. On 

aura ( 34 ) ' ; 

A+B A— B 
a + b: a— b : : tang- — - — : tang — - — , 

ou 

a — b ^ 

'“g — — b • 

OU 

|, an gdnl = :ltans^±-^ + l(a-4)-l(« + i). , 

a 2 

Or, A + B = 2i — C = 2 — 09,8426= 19,1574, et^ 
A + B 

— =04,5787; 

a + b = 28 , 44 s -f- 17,803 = 46 , 243 , 

' a — i =28, 44 a — 17,803= 10,639; 

A B 

1 tang — - — =1 tang 09,5787 = 0,1184874 

1 (a — b) — l ic ,639 =.-. 1,0269008 

comp. arith. I {a+b) = comp. arith. 1 46 ,a 45 = 8,334935a 
A B 

somme ou 1 tang — - — ■ = 9 , 48 o 3 a 34 

qui répond à 09,1868. 

n A + B A — B 

Donc -j —A = 09,7606 , 

2 2 

A + B (A — B) 

~ - — = B ~ 09,3919. 


Maintenant pour déterminer le côté c, on aura la pro- 
portion 

îin B : sin C : : b : c , 

1» i 

C OU », 

b X sin C 

sin B ’ 

cl 1 £ = i b -f - 1 6in C — 1 sin B. 
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Or, 1 5=1 17,803 i,25o4g33 

1 sin C = 1 sin o,842G = g,g865885 

comp. arith. lsin J3=comp. arith. ! sin oi,3gi 9=0,2484898 

somme'ou 1 C— 1,48557 1 5 

qui répond, dans les tables, à 3o m ,58g=c. 

3*. Connoissant, dans le triangle ABC , les trois côté* 
a , b, c , trouver l’angle A. 

Soit a = 29™, 037, b = i8 m ,743, c= i3 m ,78a. 
Suivant le numéro 37, on ajoutera les trois côtés a, b, c, 
entre eux, et de la moitié 30,781 de la somme 61, 56a: 
on retranchera successivement b, c , ce qui donnera pour 


reste i 2 ,o 38 et 16,999 : on aura ensuite 

1 16,999 = i,a 3 o 4 a 34 

1 12 ,o 38 = i,o 8 o 5543 

comp. arith. 1 18,743 ou b = 8,7271609 

comp. arith. 1 13,782 ou c = 8,8606878 


somme ig, 8 g 88 a 64 

dont la moitié ou 1 sin £ A — g,g494i3a 

qui , dans la table , répond à 0*1,6987 = { A ; donc 
A = 11,3974. 


59* ouvrage de la nature de celui-ci ne sauroit 
comporter le détail des applications dont la trigonomé- 
trie rectiligne est susceptible; nous nous bornerons à in- 
diquer la solution des deux questions que l’on pent re- 
garder comme la base de l’art de lever les plans. 

Voici l’énoncé de la première : 

Etant donné de grandeur et de position , sur un plan , 
une ligne AB , Gg. i5 ; déterminer, par rapport à cette 
ligne, la position d'un point C , situé dans le même plan , 
ou, ce qui revient au même, trouver les distances AC 
et B C. 

Pour la résoudre il faut mesurer la ligne A B, les an- 

! 
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gles CAB et CB A \ les distances cherchées A C et B C , se 
calculeront alors d'après la règle énoncée dans le n°. 3i , 
et lorsqu’on les aura trouvées , on construira, au moyen 
d’une échelle de parties égales , sur les trois côtés donnés, 
le triangle A B C , qui feraconnoître la position respective 
des trois points A, B et C (*). 

On pourra ensuite , par la résolution du triangle rec- 
tangle ACP , dans lequel on connoîtra le côté A C et 
l’angle CA P, trouver la longueur de la perpendiculaire 
CP , abaissée sur A B , ou de la plus courte distance du 
point C à la ligne AB, et la grandeur du segment AP. 
Ces données serviront aussi à marquer la position du 
point Cà l’égard de la ligne A B. On trouveroit de même 
la situation d’un second point D , qu’on pourroit apper- 
cevoir en même temps des deux quelconques des trois 
points A , B et C. 

4o. Lorsqu’on a déterminé immédiatement le point D 
par rapport à la ligne AB, en mesurant les anglft DAB , 
DBA , on a tout ce qu’il faut pour connoître la distance 
réciproque des points Cet D ; car ayant résolu le triangle 
DAB, de même que le triangle CA B, et retranché ensuite 
l’angle DA B de l’angle CAB, on connoît alors, dans le 
triangle CAD , les deux côtés AC et AD , et l’angle CAD 


(*) Je n’insiste point sur l'opération de la mesure des angles, 
parce que la vue desinstrumens que l’on y emploie en apprend plus 
que tout ce qu’on peut dire à cet égard ; et pour concevoir la pos- 
sibilité de cette mesure , il suffit d’imaginer que l'on ait placé sur le 
point A le centre d’un secteur de cercle , dont les rayons soient 
dirigés suivant les côtés A B et A C , de l’angle qu'on se propose de 
connoître. Ceux qui voudront se livrer à la pratique de la levée des 
phns pourront consulter le Traité de Trigonométrie de Cagno'i', et 
l’article Levée des plans , dans le Dictionnaire de mathématiques de 
l’Encyclopédie méthodique. 
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qu’ils comprennent : l’application des règles du n®. 34 
donne les deux autres angles DCA, CDA, et le troisième 
côté CD, qui est la distance cherchée. L’angle DCA 
donne la position de la droite CD ; et en considérant AC 
comme sécante , la comparaison des angles DCA et CAB 
fait voir quelle est l’inclinaison de CD à l’égard de AB. 

En partant des points C et D, on en pourra déterminer 
de nouveaux, que l’on n’appercevoit pas des deux pre- 
miers A et B ; et continuant ainsi de proche en proche, 
on fixera la position respective de tous les points d’un 
pays : c’est ainsi qu'a été construite la carte de France/ 
dirigée par Cassini. 

v 

4l. La seconde question dont nous avons à nous oc- 
cuper, n’est que la première rendue plus générale, en 
supposant que le point à déterminer soit situé hors du 
plan sur lequel se trouve la ligne A B. Soit C ce point , et 
FIG. iC. plan qui contient la ligne AB, Jig. 16: la position 

du point Csera connue, si l’on a celle du pied c'dela 
perpendiculaire abaissée de ce point sur^e plan ABC, 
et la longueur de la perpendiculaire CC' , qui marque de 
combien le point Cest élevé au-dessus de C', qu’on nomme 
t sa projection. Dans ce cas les angles C'A B et CB A ne 
6ontplus ceux qu’on mesure, mais on prend à leur place 
les angles CAB et C B A , situés dans le plan CAB, 
passant par les lignes A C elBC, menées des points don- 
nés A et B, au point demandé; et pour fixer la position 
de ce plan, on mesure en outre l’angle DBC que fait la 
ligne CB avec la ligne BD, perpendiculaire au p\an ABC, 
et par conséquent parallèle à .la droite CC (*). On ré- 


(*) Lorsqu’il s’agit ries points placés sur la surface de la terre , on 
choisit pour le plan ABO un plan horizontal; les lignes CO et HT) 

SOUt 
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*out le triangle CAB comme le triangle C^l B du n°. pré- 
cédent, puisqu’on a les mêmes données dans l’un et dans 
l’autre -, ensuite, dans le triangle C'BC, rectangle en C , 
on connoît l’hypothénuse CB et l’angle C'BC, qui est la 
différence entre l’angle droit T) B C' et l’angle mesuré 
dbc : on calcule les côtés C C' et O B. Le premier est la 
hauteur du point C au-dessus du plan CAB , et sert con- 
jointement avec le côté AC, à déterminer AC' parle 
moyen du triangle CAC , rectangle' en C ; cela 'fait, 
on a les trois côtés du triangle CAB, et le point C' est 
par conséquent donné. 


sont alors verticales; le plan C'CB qui passe par ces lignes est ver- 
tical aussi, et se trouve déterminé par le point C qu’on apperçoit du 
point 'il, et par la ligne DTI. La ligne C' B est une ligne hori- 
zontale comprise dans ce plan. 


ngonomêtne 
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CHAPITRE IL 


De la trigonométrie sphérique. 


FIG. 





; 1 W 
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42. U'N triangle sphérique est celui que forment , sur 
la surface fie la sphère , trois grands cercles qui se cou- 
pent deux à deux. Un triangle sphérique détermine tou- 
jours un angle trièdre ( angle solide composé de trois 
»7- plans), et réciproquement, d’un pareil angle on déduit 
aussi un. triangle sphérique. En effet , soit ABC,fig. 17 , 
un triangle sphérique quelconque, et concevons que Ion 
ait mené de chacun de ses angles, au centre de la sphère 
dont il fait partie , les rayons AS , BS , CS ; les plans 
A BS ,ACS , B CS, seront ceux des grands cercles sur 
lesquels sont pris les arcs AB, AC ,B C, côtés du trian- 
gle proposé, et ces arcs mesurent les angles rectilignes 
compris sur chacune des faces de l’angle trièdre S AB C , 
entre ses arêtes S A et S B , S A et S C , S B et S C. L in- 
clinaison de deux plans se mesure, comme on sait, par 
l’angle rectiligne formé par deux droites menées dans 
chacun de ces plans par un même point de leur com- 
mune section, perpendiculairement à cette ligne : il suit 
de-là que , si par le point A on tire les droites Al et AK 
perpendiculaires l’une et l’autre à A & > mais la première 
dans le plan CAS, et la seconde dans.le plan BAS, . 
l’angle rectiligne IA ^mesurera l’inclinaison de ces deux 
plans. 11 est d’ailleurs aisé de voir que la ligne A I sera 
tangente à l’arc AC, et que AK sera tangente à l’arc 
A B -, et comme on prend pour l'angle que forment deux 
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lignes courbes , celui que comprennent les tangentes me- 
nées au point où elles âe rencontrent, l’angle IA K sera 
donc aussi la mesure de l’angle, fait par les arcs A C et 
A B. Il en seroit de même de chacun des deux autres 
angles du triangle ; les inclinaisons des faces- de l’angle, 
trièdre SA B Cont donc la même mesure que l'angle cor- 
respondant du triangle sphérique B A C. Le triangle sphé- 
rique et l’angle trièdre sont composés par conséquent de 
six parties qui se correspondent, savoir : les trois côtés 
du triangle qui répondent aux angles de9 arêtes de l'angle 
trièdre, et les trois angles du triangle qui répondent aux 
inclinaisons réciproques des faces de l’angle trièdre. 

Euler, qui s’est occupé à plusieurs reprises de la trigo- 
nométrie sphérique , pour la présenter sous des points de 
vue nouveaux, a donné, en 1779 (*), un mémoire que 
l’on peut regarder comme un traité complet de cette 
science; nou3 ne croyons pouvoir mieux faire que d’of- 
frir à nos lecteurs ce travail , dans lequel nous avons fait 
quelques changemens qui nous ont paru propres à simpli- 
fier les résultats de cet illustre auteur. 

45. Tout 


nous avons à dire sur les trian- 
gles sphériques repose uniquement sur la Construction 
suivante, qu’il est par conséquent important de bien 
saisir. 

■. 

De l’angle C du triangle A B C, on abaisse une per- 
pendiculaire C D sur le plan A S B du côté B A opposé à 
cet angle ; du point D on mène les lignes Ë D , D F , res- 
pectivement perpendiculaires, sur SA et SB; on tire les 
lignes CE et CF , qui seront respectivement perpendicu- 
laires aux lignes SA et SB ( Gèomèl. ao5). 11 suit de-là 


(*) Acta.Academi;* scientiarum l’etropolitanæ, anno 1779, pars 
prior. 

D 3 



44. Maintenant, parle point E , menons E G P er P e ?- 
diculaire sur 5 B, et par le point D , tirons D ^parallèle 
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que les angles CED et CFD, mesurent les inclinaisons 
des plans CS A -et CS B y sur le plan AS B , ou , ce qn» 
est la même chose, donnent la valeur des angles ^ et B 
du triangle sphérique ABC. Nous désignerons doréna 


vant les angle"* de ces triangles par la lettre placée à leur * 

• “ " ' ' " J/r ‘ ~ te 
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sommet , et les côtés qui leur sont opposés par une 
lettre semblable, mais prise dans le petit alphabet; ici, 
comme dans le numéro 3o , le côté B C opposé à l’angle 
A , sera nommé a , et ainsi des autres. Le rayon des tables 
étant supposé égal à l’unité , nous aurons alors 

C E = sin CA — sin l , SE — cos CA — cosb , 

CF rat sin CB = sin c , S F = cos CB = cos a. 

Dans le triangle rectiligne CD E , rectangle en D, et dont 
l'angle CE Ir~=iA , nous trouverons 

CD= CE sin CED = sin b sin A 
DE = CE cos CED = sin b cos A. 

Par le triangle rectiligne CD F , pareillement rectangle 
en D,et dont l’angle CFD = B, nous obtiendrons 

CD — CF sin CF D — sin a sin B 
J) F — CF cos C FD = sin a cos B. 


Egalant entre elles les deux expressions de la ligne C D, 
nous en déduirons 


F** À 


sin b sin A — sin a sin B (A) 

résultat qui est, par rapport aux triangles sphériques , 
l’analogue de celui du numéro 3i. 

U est évident qu’on doit avoir de même les deux équa- 
tions suivantes : 

sin c sin A c= sin a sin C 
sin c sin B = sin b sin C. 
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a S B ; nous formerons de cette manière un triangle rec- 
tangle H DE, dans lequel H ED = AS B , puisqu’en 
retranchant l’angle G ES de l'angle droit SED, on a 
pour reste H ED , et que l'angle AS B ou ES G est aussi 
la différence entre un angle droit et l’angle G ES. De la 
résolution du triangle EHD, on déduira par consé- 
quent 

HD = DE sin DEH = DE sine = cos A sin 6 sin c 

mais S F — cos a~SG-\-GF=SG-\- HD, et SG 
= SE cos ESG cos b cos c : on aura donc 

cos a == cos b cos c -f- cos A sin b sin.c , 

équation qui exprime la relation qui existe entre le 
côté a, les deux autres côtés b et c , et l'angle qu’ils 
comprennent. 

11 est évident qu’en considérant en particulier chacun 
de ces derniers 


on trouvera de même deux équations 
semblables à la précédente , et l'on formera de cette 
manière , entre les six parties dû-triangle ABC, les trois 
équations 

cos a — cos b cos c -f- cos A sin b sin c| 

cos = co; a cos c -f- cos Z? si n'a sine ( ••••(B). 

cos c = cosacosô + cos Csinasinô' 

Ces trois équations renferment implicitement l’équa- 
tion (A). Pour s’en convaincre , il suffit de prendre les 
valeurs qu'elles donnent pour cos A , cos B , cos C , et de 
les substituer dans les équations 

sïn A* — 1 — cos A 1 « 

, sin B x ~ t — cos B % ; 

«in G — i — cos O. 

On trouve par la première de celles-ci 



Lagrange a publié aussi sur cette matière , dans le sixième cahier 
du Journal de l'Ecole Polytechnique , un mémoire où il montre que 
le numérateur de la fraction gui multiplie sin\r est égal 4 six fois le 
volume du tétraèdre déterminé par les sommets des anelîs du trian' 
gte sphérique 1 ; et parle centre de U sphère. 


4-?.cô. c ûo6sicosc 


a cos b cos c 


cette fraction par sin a s 
et prenant ensuite la racine quarréc , on obtiendra 


hin /—sintïX — — 


-co<a*~cosb u 


sin a mu b sine 

Si, pour abréger, on représente par M la quantité qui 
multiplie sin a dans le second membre’ de cette équation, 
on aura sin A = M sin a ; 

on trouvera de même 


sin Bd=M sin b 


sin c — il/ sin c , 


«wr-.-i 






y ifj 


(*) Bertrand a donné lé premier cette expression; et il a déduit en 
même temps des équations (B) , que l’on doit regarder comme n’en 
formant qu’une seule , toutes tes formules de la trigonométrie sphé- 
rique ( Développement de la partie élémentaire des Mathématiques , 
10m. II , pag. 578 : Genève , 1778 ). • ’ ' 


1 


COSC :l -f' 2c < 1 SaCOS&COSC^+j ' 


et par l’élimination de il/, on retombera sur les équa- 
tions (A). 11 esta propos de remarquer que les trois côtés 
a , b, c, entrent tous delà même manière dans l’expres- 
sion de M , car c’est pour cela qu’elle est commune aux 
valeurs des siuus dè chacun des angles. 

Les équations (B) suffiront donc pour résoudre un 
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triangle sphérique quelconque , lorsqu'on connoîtra trois 
de ses parties, en observant que le sinus et le cosinus ne 
doivent être regardés que comme un^ seule inconnue, 
puisqu’on peut toujours exprimer l’un par l’autre. 

L’application des équations (B) aux dilFérens cas qui 
peuvent se présenter, devient plus facile , au moyen de 
quelques transformations que nous allons faire connoître. 

45. On peut y changer les angles dans les côtés qui 
leur sont opposés , et respectivement, en observant de 
donner le signe — aux cosinus. Pour le prouver, il faut 
éliminer cos a des deux dernières au moyen delà pre- 
mière , on trouvera 

cos b =cos b cos c®-}- cos .4 sin ô sin c cos c-$- cos 15 sin a sin c 
cos c=cos ô* cos c-j-cos A sin b sin c cos b -j-cosCsin asin b. 

En substituant dans ces résultats î — sin c®àcosc®, 
1 — sin'ô'.à cos £*, ils se réduisent; le premier devient 
divisible par sin c, le second par sin b , et ils peuvent 
ensuite s’écrire ainsi : 

cos JB sin a = cos b sin c — cos A sin b cos c 
•cos Csin a~— sin ôcos c •*— cos .4 cos i sin c 

Si on multiplie la deuxième de ces équations par cos A, 
qu’on l’ajoute à la première, et que l’on substitue j — sin .4* 
au lieu de cos A ® , on obtiendra 

sin a ( cos B -j- cos A cos C ) = sin A * cos b sin c ; 
mais il suit des équations (A) quesin c sin ,4=sina«in C ; 
faisant la substitution de cette valeur dans le second 
membre de l’équation ci-dessus, elle deviendra divisible 
par sin a , et on aura pour résultat 

cos B -f- cos A cos C = coaôsin A sin C, 
ou, ce qui est la même chose, . / 

cos B — — cos A cos C -j- cos b sin A sin C. 

En rapprochant cette équation des équations (B) , on 
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voit qu’elle se déduiroit immédiatement de la seconde f 


se c 

A 


en changeant les grandes lettres en petites , et récipro- 
quement , et en affectant tous les cosinus du signe — . En 
effet, en opérant ainsi , il vient 

— cos B — cos A cos C — cos bf in A sin C, 
équation qui rentre dans la précédente lorsqu’on en 
change tous les signes. 

Nous venbns d’obtenir la relation qu’a l'angle B avec 
les deux angles A, Ç, et le côté b qu’ils interceptent; 
mais’il est évident qu’il en existe de pareilles pour cha- 
cune des combinaisons semblables d’angles et de côtés : 
on a donc en même temps les trois équations 

coSi4 = — cos 5 cos C+ cos a sin B sin C ^ 


cos B = — cos A cos C -f- cos b sin A sin C > ... (B') 
cos C ~ — cos A cos B -f- cos c sin A sin B } 


46. Il faut remarquer qu’en prenant les cosinus néga- 
tivement, ‘on passedes arçsrz, b,c ,e t des angles A , B, C ; 
à leurs supplémens, puisque — cos A = cos ( 21 — A), 
— cos a — cos ( u'i — a), et ainsi des autres (q 3). Si on 
substitue ces valeurs dans les équations ci-dessus , en fai*- 
sant, pour abréger, ai — A —- 'A ,21 — a = a’ > & c elles 
prendront la forme 


cos A'z= cos B' cos C , -|- cos 0 ! sin B' sin C 1 ^ 
cosB’—co$A'cosC-{- cosô'sin ^'sin C > 
cos C’c^cos^'cosB'+cosc'sin^’sin B 1 ; 
équations parfaitement semblables aux équations (B), et 
qui appartiennent par conséquent à un triangle sphérique 
dopt les côtés sont A' , B ‘ , C , et les angles c' , b' , c\ 
Un tel triangle a donc ses angles mesurés par les supplé- 
mens des côtés du triangle A B C\ et ses côtés mesurent 
les supplémens des angles du même triangle : il est dési- 
gné, dans les livres de trigonométrie, sons le nom de 
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triangle supplémentaire , et on prouve que les sommets 
de ses angles sont les pôles des côtés du premier, et vice 
versa. 


47 . Les équations obtenues dans le n 1 ". 45 -ous la dési- 
gnation (G), qui renferment cinq parties du triangle 
sphérique AB C, peuvent se transformer en d’autres qui 
n’en contiennent plus que quatre. Il faut pour cela subs- 

., sin 5 sin A 

tituer , au lieu de sin a , dans la première , 


j 1 , sincsin/l - 

et dans, la seconde , . ^ * (43) , et comme 


. sin B 
cos p 


sin C 

cot p, on trouvera alors 

cos b sin c — - cos A sin b cos c ' 


sin p 


cot B : 


cot C = 


sin A sin b 
sin Z» cos c — cos A cos b sin cl 


(D) 


sin A sin c 


Il est facile de former, à l’inspection de ces valeurs, 
toutes celles qui leur sont analogues , en y permutant les 
lettres d’une manière convenable ; mais il importe sur- 
tout de remarquer que puisqu’elles sont déduites des 
équations (B) , on y pourra changer de la même manière 
que dans celles-ci , les cdtés en angles, et réciproquement, 
en affectant les cosinus et les cotangentes du signe con- 
traire à celui qu’ils ont, et il viendra à 


, cos B sin C 4- cos a sin B cos C ' 

cot b — : t 

sin a sin B 


cot c — 


* 111 U 0111 */ V #Q/ \ ‘ 

sin B cos C -f- cos a cos B sin Ci ’ * ' *' ' 


sin a sin C 

48 . Les cinq systèmes d'équations (A), (B), (B 1 ), (D), 
(D 7 ), donnent immédiatement la résolution de tous le* 
cas que peut offrir un triangle sphérique quelconque. Le 
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premier exprime la relation qui existe entre les angles 


■j 


et les côtés opposés. 

49- On tire du second les six formules suivantes; 
cos a = cos b cos c -f- cos A sin b sin c v 


j 

A 


cos b = cos a cos c cos B sin a sin c 
cos c = cos a cos b -f- cos C sin a siu b 
cos « — cos b cos c \ 


co sAz= 
cos B 


sin b siu c 


I 


cos b — cos a cos c 
fc 


cos 


ci 


sin asm c 
cos c — cos a cos b' 


! ’ 


sin a siu b J 

dont les trois premiers font connoître un côté par le moyen 
des deux autres et de l’angle qu’il3 comprennent, et dont 
les trois dernières donnent les angles pa'r le moyen des 
côtés. 

5o. Le troisième système produit, de même que le 
précédent , six formules, qui sont : 

cos A = — cos BcosC-j- sin B -sin Ccosa 
cos B = — cos A cos C -{- sin A sin C cos b 
« cos C = — cos A cos JB sin A sin B cos c 
cos A cos B cos C 


À 


\ 




cos a ~ 


cos b =z 
;<a4Av>/ 


sin B sin C 

cos B -f- cos A cos C 


cos c: 


sin A sin C 

cos C A~ cos A cos B 


■ M ' ; 


sin A siu B 

Les trois premières feront trouver un angle lorsque 
l’on connoîtra les deux autres et le côté intercepté entre 
eux. Les trois dernières donneront chacun des côtés 
lorsque tous les aDgles seront connu». " - ' *£/ 
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5l . Le qualrième système , en y faisant toutes lesper- 
mutations possibles, donne les six formules 

cos a sin b — cos C sin a cos b 


cot A — 
cot B = 
cot A — 
cot C = 
cot B — 
cot C — 


sin Csin a 

sin a cos b — cos C cos csin b 
sin Csin b 

cos a sine — cos B sin a cos c 
sin B sin c 

sin a cos c — cos B cos a sin c 
sin 7isin c 

cos b sin c — cos A sin b cos c 
* sin A sin b 

sin b cos c — cos A cos i.sin c 
sin A sine 


par le moyen desquelles on déterminera deux des angles, 
d’un triangle sphérique, lorsqu’on connoîtra le troisième 
angle et les côtés qui le comprennent. 

Le cinquième système enfin conduit aux six for- 
mules suivantes : 

cos A sin B cos c si n A cos B 


cot a = 
cot b 


sin csin A 

sin^cos Z?-|-cosccosj4sin.fl 


sin Csin B 

cos A sin C'A- 'cos & sin A cos C 

cot a = ! 

sin b sin A 


cot c == 
cot l> 
cot c 


sin A cos C-j- cos b cos A sin C’ 
sin b sin C 

cos B -in c + cos a sin b cos C 
sin a sir, ü 

cos B sin C + cos a sin B cos C 
siu o sin C 
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qui serviront à déterminer deux des côtés d’un triangle • 
lorsqu'on connoîtra le troisième et les deux angles qu’il 
* intercepte. 

5o. Les quatre classes de formules que nous venons 
de rapporter, méritent la plus grande attention, tant par 
leur élégance que par la propriété qu’elles ont de faire 
connoître si l'arc ou l'angle qu'elles expriment est moindre 
ou plus grand qu’un quadrans ou qu’un angle droit, pro- 
priété que n’auroient point les expressions des sinus des 
mêmes arcs. En effet, le sinus d’un arc étant le même que 
celui du supplément de cet arc, tant par sa valeur que par 
son signe , tontes les fois que l’on ne connoît que le sinus 
d'un arc, il n’est pas possible de savoir si cet arc doit 
être plus petit ou plus grand qu'nn quadrans . mais lors- 
£ qu’on a le cosinus ou la cotangente, et qu’on Sait d’ailleurs 
^ue cet arc ne peut être égal à la demi-circonférence , 
cequi est le cas des côtés des triangles sphériques et des 
arcs qui mesurent leurs angles, on voit par le signe du 
résultat . si l’arc cherché est compris ou non entre il et ai. 
Le cosinuset la cotangente ont le signe' — dans le premier 
cas, et le signe -f- dans le second. Si donc on a soin de 
donner aux quantités connues qui entrent dans les for- 
mules rapportées ci-dessus , les signes qui doivent les 
affecter d'après la valeur des arcs auxquels elles appar- 
tiennent, le signe du résultat fera connoître £ espèce du 
côté ou de l’angle cherché; c’est-à-dire s’il est plus 
petit ou plus grand qu’un quadrans, s’il est aigu ou 
obtus. 

54. Ces m uuies formules se simplifient beaucoup lors- 
’que le triangle proposé est rectangle';' c’est-à-dire lors- 
qu’un de ses angles est droit. En effet , si l’on suppose 
' que- C= H, or. aura 




■%-v. 

r “ f , 


£ 
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sin C= i , coïC — o ; 


fil 


et il viendra 

cos c — cos a cos b (4j) 




cos c 


cos Astis B . _ „ 

! = cot AcotB (oo) 


sin A sin B 
cos A = s 'm B co %a 
cosB = sin A cos b 


(5o) 


sin a z= sin c sin A , sin b = sio c sin Z? (43) 

. . . COS Z?*'! . 

cot . — - J 1 tang o == siu a tang B 


cot a ±= 


sin â sin 77 
coj^ 




cot C 3 E 


sin.ô sin 

, , / (5a) d’où 

cos b cos A [ v ' 

tin b 


cot C — 


cnsB 1 


siu a 


Jtang a — sin b tang A 
jtang b — cris a tang o 
tang cos B tang c 


; ■* 

\ r • ” 


\*§ 

-- «Sr 


et en ne prenant, parmi ces formules , que celles qui dif- 
fèrent essentiellement , on aura les six que voici : 

ços. c f= cos a cos b v 
.,*• , cos e=:cotJcotù 

i * • ’-t - *‘ n ° ~ S * n C 8 * n -^ 

» % tang a -=z sin ùtang/i 

tarjg^rr=: cor/î tango 
cos A tzi sin B cos a 

$5 qui suffiront pour résoudre les triangles sphériques rec- 
tangles en C, et dans lesquels le côté c, opposé à l’angle , 

.»* droit, se nomme hypathénuse , aussi bien que dans les ' 

triangles rectilignes. On obtiendroit des formules ana- 
logues pour le cas où le triangle sphérique proposé au» 





tjy 

*5 


ij 

t 


roit un de ses côtés égalau quadraos; mais nous ne noc» 
y arrêterons pas. 


rSm 


■ * ' 

i£' • *’ 

tS 'h 'j 

■ 


éL.. -t 

<, f^ •' ÎB* 
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55 . Pour pouvoir appliquer commodément les loga- fc 

ritbmes aux calculs des triangles sphériques, il faut trans- 
■, former les formules*des n cS 4 q- 5 a , en d'autres dont le 
numérateur et le dénominateur soient décomposés en 
facteurs; et c’est ce qu’Enler a fait d’une manière aussi ,{■ 
simple qu’élégante. 


i®. De l’expression cos A — 


cos a — cos b co& c 


sin 6 sin c 


comprise parmi celles de la première classe ,’n°, 4 g , 

on tire L-iJ. .ijjta 


cos (b — c) — cos a , 

1 — cos A — - — : ^ -(il) 




\ cos A — 


sin b sia c 
cos a — cos ( b -f- c) 


d’où il suit , à cause de 


sin b sin c 

1 — cos A 



— tang 4 A* ( 26) , 


r*æ< 



1 + cos A 

cos (b — c ) — cos a 

tang - A 1 — ■ 1 — — ■ — — • 

° 1 COSrt — cos(ù-f-c) ’ 

maiscosp — cos <7— — 2 sin 4(p + q) sin — q)( 26): 


donc tang ±A = 


:in4(ù — c + a)sin{(ù — c — a) 


’sïn 4 (û' + ù+c)sin4(« — b — c) . 
Pji'lÇi, . En opérant de même sur les autres expressions de la- 
^ première classe , on parviendra à des résultats setn- 

•/ blables. -j” , 

2 0 . Prenant dans la-'seconde classe l’expression 



cos«= • 


cos A + cos B cos C 


fc» i v ¥ sin/f sin C 

on en déduit 

cos (/i-j- C) -j- co.' A MW&: f. 

I — COS ci — — — r — , 

sin J 3 sin C *■ 




mm 


A 


1 -f* cos a 


cos A -f- cos ( B — 


‘1* 


sin B sin C 

ÉfrlfâS 


y 


% 




* ™ ’ m 3 *ürSLÿ* 1 ^ • Fw4'L 


-il 




4 i * • 




gp 




. 

-Kj-ÆFL'- ** * 


j. % . , , . cos ( 5 + C) -}- cosy 4 i 

dou tangua* = — - 


cos (2# — Cj-j-cos. 4 ’ 
mais cos p -f- cos <7 = 2 cosj (p.+ q ) cos{ (p -Jff) (26) : 


cos2(2f — C-|_^/jcos^(/^ — C— ./)’ 

3 °. Les expressions de la première classe donnent aussi 

cos a — cos b cos c = sin b sin c cos A 
cos b — : cos a cos c = sin a sin c cos B ; 

et divisant la première de ces équations par la seconde , 
en observant que , d’après les équations (A) , on a 

sin b sin li . " ' 

sin« sin A' 

«n trouvera 

cos a — cos b cos c sinZ?ros..2 


cos b — cos a cos c sin A cos B 

Si Ion ajoute ensuite l’unité ï chaque membre de cette 
dernière , elle deviendra 


. cos a — cos b cos c 

H S 


cos b — cos a cos c 
et on la changera facilement en 


1 + 


sin A cos B ' 


par la réduction des deux termes de chaque membre au 
même dénominateur. 


En retranchant l'unité au lieu de l’ajouter, on aura 


cos a — cos b cosc 


cos b cos a cos c 

d’où l’on tirera 




sin B cos A 


tin A cos B 


* 

Hfi»®*** 




■m 




4 ' hçXiifS- v *ï ■ai 
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sin (B — A) 


( cos a COS b ) ( 1 rf- cos c ) 


cos b 


• ccs a cos a 


sin A cos B 


Divisant cette équation par celle qu’on vient d’obtenir, 
et se rappelant que, d’après le tableau de la page 3 o, 


i- + cos c 

---■ =cotfc a , 
l — cOs c 


cos p — cos q 
cos p -f- cos q 


= tang4(q.+ p)tangi(q— p) , 

> -jfi sin p = 2 sin {pcosj p , 

*i*4‘ on trouvera , 

tang-j {b — a) tang ±(b + a) cot^c* 
sin (B — A ) sin ~ X B — A) cos 7 ( B — A )* 
sin(B + /4) sin 7 ( B -j- /4 ) cos j ( £ + /I ) ’ 

mais en ajoutant et en retranchant successivement l’unité 

sin b sin B 


à chacun des membres de l'équation — 


.puis 


sin a sin A ’ 

divisant les deux résultats l’un par l’autre , on parvient 
m à l’équation • 


sin Z» — 
— 




sin b -f- sin a 

qui peut être transformée ainsi . 

^ N sin^ (B-^;cosI(B+^) 

t.n 8r (6-«)co. T (i +«)= + •' 

par les formules du tableau de la page 3 o. Multipliant 
entre elles , membre à membre, cette équation et la pré- 
cédente , en observant que 

tang 7 (é>-f <z)cot-l(^ -f u )= 1 (9) 
on obtiendra 

(sin A (B — A))* 

C tang - ( /> — « ) )* cot je 2 


( sio-‘ ( B -\r A ))* 
et extrayant la racine de chaque membre, il viendra 

tang 
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... . sin { ( B — A) \ 

divisant enfin la première par cette dernière , 

tang i ( a + b) cot 4 c = ^ » / hXjv 

cos - ( U -f- A ) 

En se rappelant que — - — = tang p (9) , on déduira des 
cot p > 1 1 

deux équations ci-dessus les expressions 

... •' *. sin 4 ( /? — A) 

. M6r (i- ? )=,, ng;C — {6+{AJ 

... , . , cos{(B — A) 

B„ 5; (t + «) = l M . 6; c cm , HB + A y 

qui feront connoître deux côtés d’un triangle spherique, 
dont on aura le troisième côte et les deux angles qu’il 
intercepte, puisqu'en désignant par b' et a', les valeurs 
des arcs b -f- a et b — a , il en résulte 

4 °. En prenant dans la seconde classe de formules ( 5 o) 
les équations 

cos A -f- cos B cos C = sin B sin C cos a 

cos B -f- cos A cos C ~ sin A sin C cos b , 

et divisant la première par la seconde, on trouvera 
C0Sv4 -f- cos B cos C sin B cos a sin b cos a 

cos B -(- cos A cos C sin A cos b sin a cos b ’ 

Ajoutant et retranchant successivement l'unité à chacun 
des membres de celle-ci , puis divisant les résultats 1 un 

par l’autre , on en conclura comme ci-dessus , 

* 

cos A — cos B sin (b — a) 

I tang 4 C a =. — — 


eos A -f- cos B 0 ’ sin (&-(-«) ’ 

tang 4 ( Æ — A 1 tang 4 ( B -f- A ) tang 4 C % 
sin ( b — a) sin l ( b — a) cas j (b — <7 ) 

sin ( b -p a ) sin ‘ ( b -p a ) cos 4 (&•;+«)’ 

Trigonométrie. E 


S 


JS? 
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sin b — sin a sin B — sin A 


6G 

et comme l'équation 


sin b 4- sin « • sin B -f- sin A 

«font nous avons fait usage dans la transformation pré- 
cédente , peut s’écrire ainsi : 

44 r f = tang { c B- A ) cot i (B-M ) , 
sin cos - (6 — a) 

en multipliant et en divisant par cette dernière celle que 
nous avons obtenue plus haut, nous trouverons enfin 

t.nsUB--o=«” ; c “l ; : 

formules qui remplaceront les précédentes lorsqu’on con- 
noîtra deux côtés et l’angle qu'ils comprennent. * « * 
56 . En prenant toutes les variations dont les formules 
trouvées ci- dessus sont susceptibles, on aura 

■ y sin j (a+ô — c) sin^(Q-(-c — b) 

■ tang » .4 gin {(64-0 — a)sin|(a-j-6-fc) 

* y sini(fc+c — a)s\n{{a-\-b ~c) 
tang B — • sin i(a+c — b) sin-j{a 4 -fc-f-t) 

' *■ y sin 7 (a+c— fc)sin {(ô-f-c — à) 

tang^C | / Ein^a+ô — c)siu4(.«“H’+ c ) 

I y — cosj(ü + C — A)co*{(A-\- B 
tangi a—\/ CO bI(A+ B -Q ca^A + C — B) 

, y—cos&A+C—B)cosXA+lHrÇl 
tang = | / co? 1 {B+C~-A)co^A+ B—Ç) 

„ y~ co*r(A-ht<— QcosXA-t- B+C) ^ 
tang \c~\y cos L(jyC-B)cos{{B + C- A) K J 

(*) Pour tirer ces formules de leurs analogues dit numéro précé- 
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b — a 


tang 
tang. 
tang 
tang ■ 
tang 
♦ tang 
tang 
tang 
tang 
tang 
tang 
tang 


a 

b + a 


a 

c — b 


= tang*c- 
tang le 


U 

c + b 


3 

a — c 
a 

a + c 
a 

JB — A 


; tang4 a- 
. . 1 

: tang * b 


— tang j b - 


a 

B + A 


= cot ~ C ■ 


3 

C — B 


cot-r C 


a 

C + B 


— cot 7 A 


3 

C 

3 

A + C 


= cot4 -4 


: COt t B 


3 


= cot±£- 


sin -î 

C B -A) 

sin l 
cos-j 

( B+A ) 
(B — A) 

cos^ 
sin -j 

■i B + A) 
( C-B ) 

sin -j 
COS: 

(C+B) 

(C-B) 

COS- 

sin \ 

(C+B) 
( A-C) 

sini 

COS 

(A + C) 

{(a-c) 

COS 

sin ■ 

{(A + C) 

: (b-a) 

sin 

cos 

F(ô + a) 
î(b-o) 

cos 

sin 

l(b+a) 

{(c-b) 

sin 

cos 

HT+T) 

Hc-6) 

cos 

sin 

t(c + 6) 
i(a-c) 

sin 

cos 

K a -KO 

T (O-C) 
TT : c 


Des douze dernières formules on déduit les suivantes , 
qui servent à trouver le troisième angle ou le troisième 
côté d’un triangle dans lequel on connoît deux côtés et 
les angles opposés. 


dent , il Faut observer que « — jô — y =» <* — y ) , et que 

*\n(p — f}= — sin (}— p),cos (/> — î)«=co's(j — />). 

E a 
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J sini(B — A) 


tang ~ c = tang 
tangxc = tang 
tang {a= tang 
tang {a — tang 
tang 4 b = tang 
tang b = tang 
cot 4 C=tang 
cot 4 C=tang 4 
cot \ A = tang 
cot f A = tang 4 
cot \Bz=. tang 4 
cot 4_B = tang 


cos xi B — A ) 
, , , x si n t( C+ B ) 

t(c £) sinf(C— 5) 

( + ^ co fi(C-B) 

, r s sin K^+ C ) 

i a c ) 


ib + a) 


cos £ ( B + A ) 


(a + c) 

C B-A) 
(B + A) 
CC-- B) 
(C + B) 
(J-C) 


sin 4 ( A — C ) 
cos 4 (-<4 -F C) 
cos| {A — C) 
sin 4( b + a ) 

sin ~ ( l> — » ) 
co s 4 C ^ + o ) 

cos 4(i — a ) 
sin 4 ( c -F ^ ) 
sin 4 ( c — b ) 
cos 4 ( c + ^ ) 
cos 4 ( c — 
sin 4 C a + c ) 
sin 4 C a — c ) 
cos 4(a + c) 


f(^+c) wg fr -a*)- 

‘ v 1 cos 4 ( a — c ) 

Si l’on joint à ces équations les équations (A) , qui 
serviront dans le cas où l’on connoîtra deux côtés et 1 un 
des angles opposés à ces côtés , ou bien deux angles et 
l'un des côtés opposés à ces angles , on aura tout ce qu’il 
faut pour résoudre un triangle sphérique. Ce qui précède 
peut donc être regardé comme formant un traité complet 
de trigonométrie sphérique. En combinant entre elles les 


(*) Ces formules , et les précédentes , sont connue» sous le nom 
d'analogies de Neper , parce quelles se déduisent des réglés données 
par ce géomètre pour résoudre les triangles sphériques ( logarithma- 
ru/n canonis .descriptio). 
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diversesformulesque nous avons obtenues , on en pour- 
roit déduire beaucoup d’autres d'un usage très-fréquent 
dans les calculs astronomiques. On doit, dans ce genre , 
au citoyen Delambre , des résultats très-élégans et très- 
nombreux , dont quelques-uns se trouvent dans la Trigo- 
nométrie de Cagnoli , d’autres dans les mémoires qu’il a 
présentés aux sociétés savantes. 


Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre un 
triangle sphérique quelconque. 

57 . En négligeant les variations que peut présenter un 
même cas , on ne trouve que les six suivans : 

i°. Connaissant les trois côtés ( a, b , c ), trouver un 
des angles (A). 

tan«r -A I / sia 7 (a+t—eïainj (c-f-c— /■) 

, r sin|(é+c — a)sin£(a-J-i-f c) 

a 0 . Connoissant les trois angles ( A, B, C), trouver un 
des côtés (a). 

, | /— cos4(B-f-C— A)cosi(A+B+C) • 

tan gl a _ coai{A+B—C)coa^A + 0 ~B)’ 

3°. Connoissant deux côtés (b, c), et l’angle com- 
\ pris (A), trouver les autres angles (B et C). 


tang{(£-f C) 


_ cos £ ( h — c ) 


tang l(B— C): 


cos i (* + c ) 
sin 4 ( h — c ) 


cotr A 


cotf A. 


sin j ( b + c ) 

4*. Connaissant deux angles ( B , C ) , et le côté com- 
pris, (a) , trouver les autres côtés (b et c ). 

_ cos 

cosI(SH-C) ngï ° ' 
... . sin { (B — C) 

l»» 6 1 C *- 0= , - Sr _ - ( g + C) '»°8 

E 3 


tang^ (h+ c) 
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5°. Connaissant deux côtés (a, c) et un angle opposé (C), 
trouver l'autre angle opposé (A). 

. . sin a sin C 

sin A — ; . 

si n c 

6°. Connaissant deux angles (A,C )et un côté opposé (c), 
trouver V autre coté opposé (a). 

. sin c sin A 

sm a = r— 

. sin L 

OBSERV. Aux deux premières formules rapportées 
ci-dessus , on substitue souvent' celles-ci : 


cm 


cm 


H- b — c ) sin-i (a -f- c — i ) 


sin b 


sm c 


, ^__yy/—cosKA+B+C)cos{(B+C— T) 


sin B sin C 


qui se rapportent à la solution du cas analogue de.la 
trigonométrie rectiligne (37). 

On parvient à ces formules en remarquant que 

1 — cosA = z sin {A 1 , 1 — cos a = 2 sin 4 û’; 

• 

et en réduisant par le moyen des expressions de 
cos p — cos q , et de cos p -f- cos q , les numérateurs des 
valeurs des quantités ci-dessus , obtenues dans le nu- 
méro 55. 

Lorsque , dans les quatre premiers cas , les circons- 
tances de la question laisseront douter si les arcs ou les 
angles cherchés valent plus ou moins du quadraos ou 
d’un angle droit, on lèvera la difficulté en recourant 
aux expressions des cosinus et des cotangentes des incon- 
nues (53). Mais dans les deux derniers cas, il peut arri- 
ver que la question proposée soit susceptible de deux 
solutions, et l’on s’en assurera aisément en étudiant la 
manière de construire un angle trièdre, lorsqu’on con- 
noît deux de ses faces et l’inclinaison de l une d’elles sur 
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la troisième, ou bien lorsqu’on connoît les inclinaisons de 
deux faces sur la troisième , et l’angle des arêtes qui dé- 
terminent l’une des premières. Nous ne saurions entrer 
ici dans ces détails (*) ; mais en voici du moins, les ré- 
sultats. 


i°. Le triangle sphérique ne peut exister que d’one 
seule manière avec les données a, c et C, 


lorsq 

ue C= 11 , 




C<ii, 

n< il. 

C>rt 


C< 11 , 

a> il, 

c > 29 — a 



n<i9, 

C < 29 — a 


C>»v, 

a> i9. 

"c<a. 

et il est susceptible de deux formes, 

lorsque C< iq, 

a < 19 , 

c<a 


C<19, 

a>i9, 

C < 29 — . a 


<r>n. 

a< i9, 

c>»ï 19 — a 


C>ii, 


c.> a 


C<ou>i9, a— 

: 19. 

* 2 0 . Avec les données A , Ce te, 

il ne peut avoir qu’une 

forme , 




lorsque c = 19, 




c> H, 

A >19, 

C< A 


C>19, 

A <19, 

C < 29 — A 


C<19, 

A>19, 

C>29 — A 


C< 19, 

(A<|9, 

C>4, 

et il en a 

deux quand 



C>|1, 

A> 19, 

C>A 


C>19, 

A <19, 

C>29— A 


C<19, 

A>19, 

C< 29 — A 


C<19, 

^<19». 

CCA 

• 

c<ou>i9, A — 

: 19. 


(*) 11 faut consulter le Développement nouveau de la partie tlcm:n- 

£ 4 
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58- Pour donner une application de la trigonométrie 
sphérique, nous choisirons le problème suivant. Connois- 
TIG. 18. sont un angle MSN, fig. 18, mesuré clans un plan incliné , 
et les angles que font avec une verticale S S' , les côtés S M 
ci S N du premier, trouver l'angle M'S' N' formé sur le 
plan M S'iN , horizontal ou perpendiculaire à SS par les 
projections M'S' et N 'S' des lignes MS et NS. 

Les trois lignes SS' SM et S N , déterminent un angle 
trièdre dont le point S est le sommet, dans lequel on con- 
noît les trois angles plans MSN', MS S', N S S'-, et puisque 
la droite SS' est perpendiculaire sur le plan N'S'M', elle 
est aussi perpendiculaire sur chacune des lignes M'S', 
N'S' , situées respectivement dans Les plans S'SN, S'SM , 
et formant par conséquent entre elles un angle égal à celui 
qui mesure l’inclinaison de ces plans : le problème proposé 
revient donc èf déterminer cette inclinaison. C'est ainsi 
qu’il se trouve résolu p3r des opérations graphiques, dan9 
1 Essai de géométrie sur les plans et les surf aces (Complé- 
ment des Elémens de Géométrie) , n°. 4i . 

Mais on peut obtenir l’angle cherché en le considérant 
comme faisant partie du triangle sphérique B A C, formé 
par les cercles résultans des sections que les trois plans 
MSN, S'SM, S'SN , feroient dans une sphère dont le 
centre seroit en S , et dont le rayon seroit égal à celui des 
tables. On a dans ce triangle les côtés AB , AC, B C, qui 
- sont les mesures respectives des angles donnés N S S ' , 
MSS’ , MSN ; et l’angle demandé est précisément l’an- 
gle A : il se trouvera donc par la première règle du nu- 
méro précédent. 


tifir; </.’ ’Mathlmatijues <la Bertrand ,-tom. II, TrigoncmUri: , sec- 
tion V. » 
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CHAPITRE III. 

De T application de Igèbre à la Géométrie. 


69. L’application de l'algèbre à la géométrie a 
pour but de faire servir les opérations algébriques à com- 
biner ensemble plusieurs théorèmes de géométrie pour 
en déduire des conséquences. C’est ainsi que , dans les 
deux chapitres précédens, nous sommes parvenus aux 
principales formules de la trigonométrie rectiligne et de 
la trigonométrie sphérique. Un théorème qui établit une 
relation entre plusieurs lignes d’une grandeur définie , 
peut toujours s’exprimer par une équation; et toutes les 
transformations qu’on opère sur cette équation , étant 
traduites en langage ordinaire, donnent des énoncés qui 
sont des conséquences du théorème duquel on est parti. 
Mais ce point de vue n’oflre qu’une très-petite partie de 
ce que doit embrasser l’application de l’algèbre à la géo- 
métrie. Cette branche des mathématiques, considérée en 
général , comprend , non-seulement la recherche des pro- 
priétés de l’étendue par le moyen des procédés algébri- 
ques , mais elle doit montrer encore comment on peut 
représenter par ces propriétés tout ce que signifie une 
expression algébrique quelconque , ramener sans cesse 
les constructions des figures aux opérations de calcul , et 
revenir de celles-ci aux premières ; c’est ce que montre- 
ront successivement les diverses questions traitées dans 
ce chapitre. 

L’écriture algébrique, si utile pour exprimer les con- 
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ditions des problèmes qui regardent les nombres, n’est pas 
moins commode pour ceux qui ont rapport à la géomé- 
trie. Ces derniers peuvent se mettre en équation comme 
les premiers, dès qu’on est parvenu à trouver dans leur 
énoncé la relation des inconnues et des données; mais il 
faut pour cela appeler à son secours quelques-unes des 
propriétés de l’espèce de grandeurs que l’on considère. 

6o. Par exemple r puisqu’un triangle est déterminé • 
par la connoissance de ses trois côtés, son aire doit l’être 
aussi par ce moyen, et l’on peut se proposer cette ques- 
tion : 

Connaissant les trois côtés d'un triangle , trouver l'ex- 
pression de son aire. 

L’aire d’un triangle étant égale à la moitié du produit 
de sa base par sa hauteur , on voit d’abord que la ques- 
tion se réduit à déterminer la hauteur, et en abaissant 
WG. i3. dansle triangle ABC ,Jig. i3, une perpendiculaire sur le * 
côté A C, on forme deux triangles rectangles, qui four- 
nissent des relations entre les côtés AB, BC, la per- 
pendiculaire BD et les segmens A D et CD, faits par la 
perpendiculaire. 

En efFet, si on désigne par c, c', c", les côtés A B, B Ç, 
AC, du triangle, par t le segment AD et par it la per- 
pendiculaire BD, les triangles # rectangles A B D , BD C 
donneront 

11 }* = BD* +Td\ bc*=bd* + dc\ 

^ On observera en outre que dans le premier triangle de 
la figure 

DC-AC — AD, =c u — t, 

«t dans le second 

D C — AD— AC, =t—c". 

En nlettant au lieu des lignes les lettres qui les repré- 
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sentent , et faisant attention que (c" — t )* = ( t — c" ) a , 
en formera, pour l’un et l’autre triangle , les équations 

c a = u a -f» s > c'* = u a + (c"— ty 

qui, ne renfermant que deux inconnues t etu, en déter- 
minent les valeurs. 

Si on développe la seconde équation, et qu’on la re- 
tranche de la première, les termes u a et t* disparaîtront, 
et il viendra 

c» c'* = a c"t — c"* (*) 

d’où on tirera 

c’-cHc* 1 


l’équation c* = u* -f- t a , donnant 


u — ±z y' c 1 — t 1 

on en déduira, par la substitution de la valeur de t, 
celle d*e 


„ = ± I / (cW+ c-)- 

K 4 c'* 


ou 


„ _ ± |A c “ c " s — ( c a — c /a + c" a ) a 
^ 


On peut , au moyen de cette formule , trouver la hauteur 
d un triangle quand on connoît ses trois côtés ; et comme 
1 expression de son aire se mesure par la moitié de sa 
base par sa hauteur , on déduira de ce qui précède l’aire 
d un triangle, lorsqu'on connoîtra les trois côtés. 

La lettre u désignant la perpendiculaire abaissée sur 
le côté c" du triangle proposé, l’aire de ce triangle sera 


(*) Je ferai remarquer que cette équation , mise sous la forme 
t ' 1 = £l -t- c* a — î c"t, présente , par rapport au côté c 7 ou BC, 
Je théorème du n°. 73 de; Elémens d: Géométrie. 



76 APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

;C* U=jV 4 C* c"“ ( C a c' 1 + c" )*, 

en mettant pour u la valeur trouvée ci-dessus. 

Telle est l’expression de l’aire d’un triangle par ses 
trois côtés. En la considérant avec attention, il est fa- 
cile de voir quelle n’est pas présentée ici sous la forme 
la plus élégante qu’on puisse lui donner, car elle ne pa- 
roît pas symétrique par rapport à chacun des côtés c, c', c", 
ce qui pourtant devroit être, puisqu’en y changeant ce» 
lettres les unes dans les autres, elle ne doit pas changer 
de valeur. Il suit évidemment de-là qu’elle peut être ra- 
menée à ne contenir que des combinaisons semblables 
deslettres qu’elle renferme ; et l’on atteint ce but en ob- 
servant que la quantité 4c* c"* — (c a — c'* + c" a ), étant 
la différence de deux quarrés, se décompose dans les 
facteurs 

a c*c" -f c* + c" a — c'* , 2 c c u —'c a — c' a -j* c'* , 

qui reviennent à 

(c + c") a — — c'*, — (c — cy + c'S, 

et se décomposent eux-mêmes dans les quatre suivans r 
c-f-c'-f-c", c -f- c" — c, c-f-c' — c", c c" — c; 

on aura donc 

i V (c + c'-f c ) (c' -f c" — c) ( c + c—c ') (c + c'— c" ) . 

Maintenant si l’on fait attention que 

c + c" — c == ( c + c -f- c") — 2C 
c -f- c" — c'= (c-j-c' -f;c") — ac' 
c-f-c — c"— ( c -f* c' -(- c') — 2 c" 
et que l’on pose c -|- c + c" = 2 /, on trouvera enfin 
que l’aire du trianglç A B C est exprimée par 

ï V 2 (/- c) . a (/- c' ; . 2 (/- c ) , 
et se réduit à 
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/ 


t //(/-0(/--0 (/- O , 

formule aussi remarquable par l’utilité dont elle peut 
être pour évaluer l’aire d’une figure plane quelconque, 
que par son élégance : elle montre que Y aire d'un trian- 
gle est exprimée par la racine quarrée du produit de la 
demi-somme des trois côtés, multipliée par les diffé- 
rences entre cette demi-somme et chacun des côtés. 

Cl/Dans la question précédente on s’est proposé de 
trouver un résultat numérique, quelquefois on cherche 
des lignes. 

Qu’on se propose , par exemple , d’inscrire un quarré 
DEF G, dans un triangle AB C , Jig. 19 , il faudra FIG.i»; • 
supposer la question résolue , et chercher ensuite entre 
les lignes données immédiatement par le triangle et le 
côté du quarré , une relation qui puisse s’exprimer algé- 
briquement. 

1 Pour cela qn abaissera la perpendiculaire B H, que 
l’on regardera comme connue, puisqu’on sait la mener. 

Cela fait, les triangles semblables BAC et BD E, 

BAH et BD1 , donnent 

AB : BD:: AC : DE 

* AB : BD BH : B I 

d’où il suit 

A C : DE :: B H :BI , 


et cette dernière proportion donne une relation entre B1 
«t DE; or , Bl dépend aussi de DE , car Bl—BH — IH, 
et par la définition du quarré IH=DE: désignant donc 
les données par c et 4, les données AB et B H, et par 
x l’inconnue IH ou D E , on aura 

a: x y. b: b — x , 

d’où 

bx r= ab — ax. 

Cette équation du premier degré étant résolue , donne 
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a b 

^ . r* 

a-\-b 

Lorsque les droites a et b sont rapportées à une com- 
mune mesure , ou exprimées en nombres, la formule ci- 
dessus donne, par des opérations arithmétiques, le nom- 
bre qui exprime la longueur de la droite ÎH, et ayant 
pris ce nombre sur la droite B H, on aura le point I, par 
lequel il fendra mener la droite DE. 

Mais il n’est pas besoin pour déterminer le point I de 
recourir aux nombres , et les opérations indiquées dans 
l’expression de x, peuvent s’effectuer sur les lignes. On 
voit eu effet que cette inconnue est le quatrième terme de 
la proportion suivante: 

a -{- b : a ïî b : * , 

et que par conséquent tout se réduit à trouver une qua- 
trième proportionnelle aux trois lignes 
a + b , a et b. 

On regarde en général comme élégant de lier avec la 
figure qui contient les données du problème, les opéra- 
tions qu’il faut effectuer pour en obtenir la solution. On 
peut en conséquence, dans la question précédente, em- 
ployer l’angle droit CBB à la détermination de la^ qua- 
trième proportionnelle à trouver. On portera donc sur 
h B prolongée , 

i°. HL — a— JB, a°. LK=b = BH\ 
tirant B JT, puis menant IL parallèlement à CK, le point 
J , pour lequel on aura 

HK :HL :: BH : IH , 
appartiendra au côté DE du quarré DEF G. 

6a. On peut atteindre de la même manière a des 
questions d’un degré supérieur au premier. 

On sait que diviser une ligne en moyenne et extrême 
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raison , c’est la partager de manière que l’un des segmens 
soit proportionnel entre la ligne entière et l’autre segment; 
pourrésoudre algébriquement ce problème , on désignera 
la ligne entière par a, le segment inconnu par x; l'autre 
segment sera a — x, et l’on aura 

a : x :: x : a — x, 

d’où l’on conclura 

a * — ax~ x*; 

en résolvant cette équation on en tirera 

, x — — { a 4" \ a% ‘ 

Les opérations indiquées dans cette solution peuvent 
s’effectuer sur les lignes au moyen du triangle rectangle ; 
car a* -f— a a étant la somme des quarres des lignes, 
a et - a , le radical V a* -f- j a* est 1 hypothénuse A C, 

Jig. 2o, du triangle rectangle construit sur les côtés p[Q i28> 
AB = a, BC-=±a. 11 ne s’agit, pour obtenir les deux 
valeurs de x, que de combiner, par addition et par sous- 
traction , la ligne A Cavec la ligne BC=~a, ce qui s ef- 
fectuera en portait B C de C en D sur A C, et de C en 
D' sur son prolongement; car on aura * 

AD=AC— DC—V a* +± 0 ? — {a, d’oùx= AD 


AD'—AC-\-DC=V / a 1 +i“ i + { a > d’oùx= — AD' 
La droite AD étant rapportée en E sur .<4 fi par un arc 
de cercle, forme la solution donnée dans le n° i3o des 
Elémens de géométrie ; l’autre valeur A D' ne résout pas 
le problème dans le sens précisée son énoncé, mais elle 
satisfait à une équation dans laquelle cet énoncé se trouve 
compris. En effet-, de 

• AD'-.AB :: AB.AD ' 

ou de * 

x -f • a : a a : x , 


on déduit encore, comme ci- dessus 
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r 

ï’ + axrra 1 ; 

mais alors c’est la ligne A D' qui se trouve partagée en 
moyenne et extrême raison au point D, et le plus grand 
segment D D‘ est égal à la ligne donnée AB,k l’égard du 
signe — , qui affecte la valeur de AD ' , on verra plus 
bas, n° 70, quel est son objet. 

63. Les exemples précédens suffisent pour montrer 
que la resolution algébrique des problèmes déterminés 
de géométrie , présente des circonstances analogues , 
à celle des problèmes relatifs aux nombres. Il -faut 
d’abord mettre la question en équation, tirer l’expression 
de l’inconnue, mais au lieu d’employer le calcul arith- 
métique pour évaluer cette expression , il faut effectuer 
sur les lignes connues des opérations graphiques , corres- 
pondantes à celles qui sont indiquées par les signes al- 
gébriques. Dans la question dun°. 61 dont l'équation n’é- 
toit que du premier degré, c’est par les lignes propor- 
tionnelles qu’on a déterminé l’inconnue, et pour la ques- 
tion du numéro précédent , dont l’équation montoit au 
» second degré , on a eu recours à la propriété du triangle 
rectangle. Ces déterminations sont ce qu’on appelle la 
construction des valeurs de l’inconnue, et je vais en 
exposer les principes qui sont communs à toutes les ques- 
tions de ces deux degrés. 

, 64. C’est une remarque générale, et qu’on aura sou- 

vent occasion de vérifier, que lorsqu’il n’entre que des 
lignes dans l’énoncé d’une question, et que la quantité 
cherchée est elle-même une ligne, son expression ren- 
ferme toujours un facteur de plus dans lé numérateur 
que dans le dénominateur, et chacune de ces quantités 
est composée de termes homogènes entre eux. La der- 
nière expression de t , trouvée dans le numéro précé- 

denF 
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dent, remplit cette condition; son numérateur est le 
produit de deux facteurs, et son dénominateur n’en con- 
tient qu’un. 

Il suit de là que lorsque l’expression d’une ligne quel- 
conque ne contient point de radicaux , on peut, en repré- 
sentant toutes les quantités qu elle renferme par des 
lignes, obtenir la longueur de ia première sans recourir 
aux nombres, et seulement en cherchant avec le compas 
des quatrièmes proportionnelles à des lignes données. 
Pour le prouver , il suffira de l’exemple suivant. Soit 


a b c + d' — e*f 

•cette expression , dont le numérateur est composé de 
termes contenant chacun trois facteurs, tandis que les 
termes du dénominateur n’en ont que deuj^, appartient, 
d’après la remarque ci-dessus, à une lignerSi 1 on fait 

abc = k d a , e*f= k' d ® , 

gh—K'd, i* =k"'d, i 

on aura 

d^k + d—k') *d(£ + d—k) 

1 ~ “ k" + k‘" 5 

on obtiendra donc t en cherchant une quatrième propor- * 
tionnelle aux trois lignes k" k"' , t -J- d — à' et d , 
lorsque les lignes inconnues , représentées par k, k 1 , k ", k’", 
seront déterminées. Or on a , par les équations posées 
ci-dessus , 


abc ab c .. e*f ef e 


L" & h 

* ~~d’ 


k ' — — • 

~m d 5 


on parvient à ces valeurs par les proportions suivantes : 
Trigonométrie. F 




4 
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ab 


d: a "l b : — > 




ab abc , j . e .. !=£•- tL z=h! 
d:c:: ~d : d d* 


= * ;i:: i: î 


<i:g: 


:1Ï": 


Çh 
d 1 


i* 

d 


cherchant donc les qnatrièmes termes de chacune par le. 
lignes proportionnelles , bn aura successivement les lon- 
gueurs de lignes représentées par 

ab abc ef 

-J’ ~d T» ~d' d>’ 

qui donneront 

q h,k',k“e tfc"; 

et aveO cell^*ci on trouvera t. 

On reconnoît sans peine que l’esprit de la méthode 
dont nous venons de faire usage pour construire une 
expression algébrique, consiste à transformer le nu- 
mérateur et le dénominateur de l’expression proposée , 
en produit, d’un certain nombre de facteurs simples ou 
du premier degré, ce qui est toujours possible par le. 

* moyens que nous avons employés. , • 

■Ut» des cas où cette transformation pent . effectuer 
immédiatement , sans qu’il soit besoin d’y mtrodn.rr 
des indéterminées : tel est celui de l’.xpress.on „ , 

ç(o»-fc a ) 
t ~~ a 3 4- b % ’ 

dont le numérateur équivaut a 

j^. a + b) (a — b), 

, et dont le dénominateur peut s’écrire ainsi : 
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l/ a’ f 4‘ X 1^ a' f 4' 


il vient alors 




( a — b) ( a -f- ô ) r 


V a* + b* V a* + b* ' 
ce qui s’obtient far les proportions 
(a b) c 


Va* + b* :o + *::c 
Va* -f- b* : a — b 


Va*-\-b * 

(a+i)c (a — b)(a-j-b)c 


V a * + b* ' Va* + b* Va* + b* ’ 

Le radical employé dans ce calcul se construit facilement, 
car il exprime l’hypothénuse d’un triangle rectangle dont 
les côtés sont a et b. 

65. Le triangle rectangle et le cei*c!e fournissent les 
moyens de construire la racine quarrée d’une quantité 
quelconque exprimée en lignes. L’usage du premier est 
évident , lorsque la quantité comprise sous le radical est 
la somme ou la différence de deux quarrés. En effet, on 
a dans ce cas, Va*-\-b*zt. Và*-^-b % \ l'une de ces ex- 
pressions peut être regardée comme l’hypothénuse d’un 
triangle rectangle dont les côtés août a et b, et l’autre 
comme l'un des côtés adjacens à l'angle droit , dans un 
triangle de même nature , dont l’hypothénuse seroit a , 
eüe troisième-côté b. - • 

un construira, par une suite de ces triangles, l’expression 
V n^-f- b* -f- c* + d* : ayant obtenu d’abord K a* -J- b* f 
’on représentera cette ligne par «, ce qui donnera 

+ b* = , 

et la quantité proposée deviendra 

✓ +d\: 

on construira le radical V"'-h c v comme le précédent; 

F a 
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et nommant fi le résultat de cette opération , on aura 
«* + c» = /S‘: 


il ne restera plus qu’à trouver \S fi 1 -f- d % , ce qui se fera 
en prenant l’hypothenuse du triangle rectangle dont les 
côtÉknt fi et d. Il est facile d’étendre ce^rocédé au cas 
où lCTadical à construire contiendroit un nombre quel- 
conque de quarrés. 

GG.PassonsmaintenantàPemploidu c-ercledans l’extrac- 
tion des racines quarrées, ün sait que la perpendiculaire 
élevée sur un diamètre est moyenne proportionnelle entre 
les deux segraens de ce diamètre ( Géom. 128 ) ; on ob- 
tiendra donc \/a b en prenant, Jig. 21, AP = a, BP~b\ 
et sur la somme A B de ces deux lignes , comme diamètre , 
décrivant un cercle, la perpendiculaire i’ilf, elevée sur le 
point P, étant moyenne proportionnelle entre AP et BP, 

sera v^b. 

On peut encore trouver une moyenne proportionnelle 
entre deux lignes quelconques a et b , en prenant la 
plus grande des deux, pour le diamètre AB du cercle, 
et portant l’autre de A en P ; élevant .ensuite l’ordonnée 
PM, et tirant la corde AM, on aura la moyenne pro- 
portionnelle demandée ( Géom. 129). 

A l’aide de ces méthodes, on construira tous les ra&r 
eaux du second degré, quelle que soit la quantité qulfs 
renferment. Soit pour exemple » 


1 / 


onfera bc = ak, 
posée deviendra 


cl 1, -f- b c • — 

de f _ 

S 


def m 

~ë~ 

-ak'-, l'expression pro- 


l/ a x -f- a k — a — 1/ ( a -f- k — k") a. 
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et pour l'obtenir , il suffira de prendre une moyenne pro- 
portionnelle entre deux lignes respectivement égales i 
a k — k' et a : il est d’ailleurs évident que les quantités 
k etk' se détermineront par les lignes proportionnelles, 
d’après ce quia été dit, n° 64, puisque les équations dont 
elles dépendent donnent 


bc 


u- de f 


k = — , h 

a «g ; 

et conduisent par conséquent à ces proportions ; 

a : b :: o : k, 

de def 


, de 

a: d II e: — , 
a 


= k\ 


67 . La quantité que l’on se propose de construire 
pourroit ne pas être homogène ; mais cela n’arrivera que 
lorsqu’on aura fait quelque ligne égale à l’unité, ou que 
l’on aura représenté un nombre par une lettre, ou une 
ligne par un nombre *, et les méthodes indiquées ci-dessus 
ne seront pas arrêtées par cette circonstance , pourvu 
qu’ôn fasse reparoître, dans tous les termes où elle devoit 
se trouver, et avec des exposans convenables, là ligne 
prise pour unité. 

* .1 v / - Te 

Si l’on avoit y/ a -f- — et que l’on sût par 1 

* 

de la question qui auroit conduit à cette êxpression , 
qu’elle doit appartenir à une ligne , on verroit que 
chacun des termes compris sous le radical devroit être 
du second degré, et que par conséquent en désignant 

l’unité par tu, il faudroit écrire an au lieu de o, et — 

au lieu de ce qui ne change rien à la grandeur ab- 
solue de ces quantités , puisque n — t = n 3 , et en général 
n m = 1 , quelle que soit m. On auroit de oette manière 

4 F 3 


énoncé 


# 
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qui se construisit facilement. 

Nous observerons que , d’après ce qui précède , on 
pourroit extraire, par une opération graphique, lar«£ 
cine quarrée d’un nombre quelconque, en prenant une 
moyenne proportionnelle entre deux lignes , dont l’une 
représenteroit l’unité , et l’autre auroit avec celle- ci le 
rapport marqué par le nombre proposé. par exem- 
ple , s obtiendroit en prenant une moyenne proportion- 
nelle entre deux lignes, dont une seroit les} de l’autre, 
puisque = V 1 X}. 

68. Rien n’est plus facile maintenant que de cons- 
truire l'expression des racines de l’équation du second 
degré x * — ax= b a , qui peut représenter toutes celles 
de ce degré. En effet , en tirant la valeur de x, on a 

x=}a±V/ia* + b' ; 

il ne s’agit que de construire le radical V \ a 4 -f- b 1 (65), 
et de prendre ensuite la somme et la différence du résul- 
tat et de la ligne } a, pour obtenir la grandeur de cha- 
fcune des racines de la proposes. 

Si cettfr équation étoit de la forme x a — ax = — b 1 , 
on auroit, 

x = {a±:\/±a a — ô a ; 

sa construction , dans ce cas, ne différeroit de celle du 
précédent, qu’en ce que le radical seroit exprimé par 
l’un des côtés de l’angle droit d’un triangle rectangle, au 
lieu de l'être parThypothénuse, et que ce triangle ces- 
seroit d’exister si l’on avoit \a<^b, parce qu’alors ayant 
FIG.*»*. P”® sur l’on des éôtés d’un angle droit ABC , fig. aa, 

une grandeur AB = b, le cercle D E, décrit du point A • 


I 
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comme centre, avec un rayon qui seroitmoindre que A B, 
n’atteindroit pas l’autre côté B C. Cette circonstance 
s’accorde avec la théorie des équations du second de- 
gré, qui donne des racines imaginaires pour le cas dont 
il s’agit. 

On pourra appliquer ce qui précède à la question sui- 
vante : Etant donnée la somme ou la différence des deux 
votés contigus d’un rèctangle et son aire, construire ce 
rectangle. 

En effet, soient la surface du rectangle demandé , 
a la somme ou la différence de ses côtés contigus, et x l’un 
d’eux ; l’autre sera exprimé par a — x dans le premier 
cas , et par a x dans le second ; la surface sera 
(a — x) x pour le premier cas , et (a -f- x) x pour le se- 
cond ; en sorte qu’on aura ces deux équations: 

ax — x*=b*, ax-trx' — b*, 
lesquelles, étant résolues , donneront des valeurs de x 

constructibles par la méthode précédente. 

« 

6g. Il n’est pas nécessaire de résoudre les équations 
du second degré pour en trouver graphiquement les ra- 
cines j on les obtient immédiatement par les propriétés 
des lignes proportionnelles considérées dans le dercle. 

L’équation a;* -(- a x = b* étant mise sous la forme 
*( x + o) = b* t 

se rapporte à la propriété des sécantes et des tangentes * 

qui partent d’un même point ( Géom . 126) ; car si on dé- 
a 3 , sur un rayon JS C =\a un cercle, qu’on lui 
mène une tangente AB dont la longueur soit b, et que par ' 

* les points A et C on tire une sécante A C, en nommant x 
la ligne AD, on aura évidemment 

A D — A D -j- D D — A D -j- 2 B C — x -f- a , 

Fi’.. 
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et la propriété citée plus haut, donnant AD"p<ÀD'x=AB** 

il en résultera i 

x ( x -j- a) — b* , 

ce qui est l'étfüation proposée. 

Si 1 on a voit x 2 — ax~ b*, il faudroit faire x~A D r 
on auroit alors ‘ * 

AD’ = x — a, e tx(x — a) = ù a . 

La construction présente , n’étant sujette à aucune 
exception , nous montre que tant que t 3 sera positif dans 
le second membre, en même temps que r* l’est dans le 
premier, les racines de l’équation proposée seront tou- 
jours réelles. 

L’équationx* — ax= — b x se change enox — 
et peut alors s'écrire ainsi 

X (o — x) = b x . 

Sous cette dernière forme elle se rapporte à la propriété 
dés cordes qui se coupent dans le cercle ; car si l’on 
Fl C. aj .décrit sur un diamètre AB = a,Jig. a4, un cercle, 
qu’on élève au point A une perpendiculaire ACzz b , 
qu’on tire ensuite CM parallèle à AB, et que par les 
points MètM', où-CM rencontre le cercle, on abaisse 
sur AB\ les perpendiculaires PM et P'M’, on aura 
APXBP = AP(AB — AP) — PM\ 


«u 


puis 


ou 


AP'a—AP)=i % , 
AP'xBP'=A P' ( A B — AP')—Wm ,% , 
AP\a— JP')=b x : 


d’où on voit qu’en prenant successivement pour x les 
droites AP et^4P', on retombera sur l’équation proposée 

a x — x 1 = L l , 

et que par conséquent les droites AP et AP’ , obtenue* 
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parles procédés ci-dessus, sont les valeurs de l'inconnue x. 

Il est visible que quand A C surpassera le rayon du 
cercle ou f a , la droite C M ne rencontrera plus le cercle 
et ne fournira par conséquent aucune détermination, mai» 
alors les racines de f équation proposée seront imaginaires . 

Les racines de l'équation x 1 -f -ax= — b x ne diffèrent 
de celles de l’équation x‘ — ax — — b 1 , que parce 
qu’elles sont affectées du sigpe — ; mais leur grandeur 
s’obtiendra toujours par la construction que nous venons 
d’indiquer. 

70. Dans l’application de l’algèbre à la géométrie le 
signe — s’interprête en général comme à 1 egard de» 
nombres, en renversant d’une certaine manière l’énoncé 
de la question , ou en prenant les lignes qui en sont affec- 
tées, dans un sens contraire à celui où on les avoit sup- 
posées d’abord. 

Avant d’aller plus loin je dois rappeler que les quan- 
tités négatives tirent leur origine des soustractions, (füi 
ne peuvent s’effectuer dans l’ordre où elles sont indi- 
quées , parce que la quantité à retrancher se trouve plus 
grande que celle dont on doit la retrancher. On recon- 
noît par cette circonstance qu’il y avoit erreur dans l’é- 
noncé de la question , ou au moins dans son application 
au cas particulier que l’on a eu en vue ; et en redressant 

cette erreur , «Test-à-dire en modifiant l’énoncé de ma- 

« 

nièreà rendre possible la soustraction qui n’a pu s’exécu- 
ter, on parvient à un résultat positif. Mais pour certaines 
questions , pour toutes celles qui mènent à des équations du 
premier degré, par exemple, qp n’a pas besoin de prendre 
cette peine ; le signe du résultat indique lui-même le ren- 
versement dont l’énoncé est susceptible; et les valeurs né»- 
gatives, employées conformément aux règles établies pour 
effectuer les opérations sur les quantités affectées du 

• m 
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ligne — , satisfont aussi bien aux questions que celles qui 
«ont positives : c’est pour cela que les Géomètres récens 
•ont changé la dénomination de racines fausses , qu’on 
donnoit autrefois aux racines négatives des équations. 

C’est donc aussi par la soustraction que l’on doit expli- 
quer, sur les figures géométriques , les valeurs négatives 
que l’algèbre donne à certaines lignes ; et pour soustraire 
une ligne d’une autre , il suffit de porter la première sur la 
seconde , à partir de l’une des extrémités de celle-ci : mais 
il y a, sur cette opération graphique, quelques observa- 
tions à faire qui tiennent à la manière dont les lignes se 
décrivent. 

Soit d’abord CD ,fig. n5 , la ligne à soustraire de AB ; 
comme la première est moindre que la seconde, en portant 
cette premièrede B en c,leur différence Ac sera placéeàla 
droite du point A \ mais si l’on avoit à retrancher C'D', plus 
grande que AB , et qu’on portât toujours sur AB, à partir 

la même extrémité B, la ligne à retrancher, la diffé- 
rence des deux droites proposées seroit marquée en A c , 
sur le prolongement àeAB,et seroit placée à gauche 
du point A , c’est-à-dire d’un côté opposé au résultat Ac 
de la première opération : c’est à c^ changement de situa- 
tion que répond le signe — . 

U sembleroit au premier coup-d’œil que 1 on devroit 
effectuer la soustraction indiquée sur leS lignes C D' et 
AB, en portant la plus petite sur la plus grande , car c’est 
ce que l’on fait sur les nombres , lorsqu’on ôte le plus 
petit du plus grand ; mais il faut observer, à l’égard des 
lignes , qu’ elles sont en fierai employées à majquer 
des distances à un certain point auquel on en apporte 
d’autres, et qu’on regarde comme fixe; elles prennent 
leur accroissement par l’extrémité opposée à ce point , 
et alors la soustraction, qui, par sa nature, est inverse de 
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l’addition de laquelle résultent en général les accroisse- 
mens, doit s’opérer aussi en sens inverse de celle-là, et par 
conséquent en allant verp le côté où les lignes diminuent. 

De-là vient que si le point A sur la droite A B est le point 
fixe dont nous parlons, la soustraction de CD ou de C D 
doit s’opérer à partir du point 2?. La continuitédes lignes 
et la possibilité de les prolonger indéfiniment dans les deux 
senSjgdonne à leur égard le moyen d’opérer , comme on 
vient de le voir, la soustraction de la même maniéré, 
quoique la quantité à soustraire soit devenue la plus grande 
des deux. Voici un problème fort simple qui confirmera 
ce qu'on vient de lire. 

7 1. Mener dans un triangle donné ABC, fig. 26, FIG.aS. 
parallèlement au côté AC, une ligne D E qui soit égale à 
une ligne donnée MH. 

Les côtés du triangle étant donnés , je ferai • 

AB— a, A C=b , MN — c-,. 


et je prendrai pour inconnue la distance A D , parce que 
la position d’une ligne parallèle à une ligne donnée , 
est déterminée par un seul de ses points. En faisant 
AD=*x, j’aurai JBD=a — x, et les triangles sembla- 
bles B AC et B DE donneront 


AB: AC:: BD : DE 


ou 

dpnc 


a:b X a— x:c\ 



ax = ac , 
a b — ac 

b 


a (ô — c) 

~ r ï 



La valeur de x se construit ( 64 ) , en retranchant de 
A C — b , la droite CF — c*puis tirant FD parallèle à 
CB-, êar la similitude des triangles A A F D, fournit 

cette proportion: 
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ac-.ab\:af-.ad 



_ a (*~ O 

b 


Si la ligne AfJVdevenoit plus grande que A C, elle ne pour- 
roit plus trouver place cfhns l'intérieur du triangle ABC, 
il faudroit prolonger les côtés AB et A C; mais alors le 
point D passeroit en D ' de l'autre côté du point A, et c’est 
précisément ce qu'indiquent le calcul et la construftion. 

En effet , si l’on a M'N'^>A C, il en résultera c^>b, 
là quantité b — c sera par conséquent négative ; mais en 
faisant la soustraction des lignes, comme il a été indiqué 
dans le numéro précédent , le point F passera en F', et la 
ligne F' D? , menée par le point F' parallèlement k B C, ne 
pourra rencontrer que le prolongement du côté AB en D'. 


# 7 2 . En général , toutes les fois qu’il s’agit de distances 
rapportées à un point Gxe et comptées sur une même ligne, 
ou sur des ligues parallèles, celles qui sont affectées du 
çigne — doivent se prendre dans un sens opposé à celles 
qui sont affectées du signe +• 

En effet, si l’on considère la situation respective de 
deux points dont les distances à une (Jroite quetconque ( 
soient exprimées par a -f- b et a — c, il est évident 
que la distance mutuelle de ces points est b -f- c» puis- 
que a+J— (a — c) = b -f- c ; pour les placer de 
cette manière par rapport à une droite quelconque AB', 
FIG vj .Jîg. 27, il faut tirer d’abord, soit d’un côté, soit Se 
l’autre de cette ligne , à une distance A A'v= a, une pa- 
rallèle A B , puis mener ensuite deux autres lignes paral- 
lèlesà celles-ci, l’une’ QM, en dehors des premières et à une 
distance AQ — b, l’autre Q'Af, en dedans et à une dis- 
tance A Q' — c. Par ce moyen , tous les points , tels que 
SI et M' , plaoés aux rencontres des dernières parallèles 
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et d’une perpendiculaire à la ligne Â B’, auront entre 
eux la distance exigée, et se trouveront dans une situa- 
tion opposée par rapport à la parallèle intermédiaire 
AB , de laquelle leurs éloignemens respectifs sont mar- 
qués par -j-b et — c. Il est facile de voir qu’ils seroient 
tous deux du même côté d e AB , si leurs distances à la 
ligne A' B' étoient exprimées par a -j- b et a -f- c, parce 

qù’alors leur distance mutuelle seroit b — c. 

1 | 

C’est ainsi qne les sinus, qui sont les distances des ex- 
trémités des arcs au diamètre AA' Jig. 10, et les cosinus FIG. tu. 
qui sont les distances au diamètre B B\ changent de 
signe en passant d’un côté à l’autre de ces diamètres (s3). 

La tangente suit la même loi à l’égard du diamètre A A', 
et par la même raison. 

73-Cesconsidérations ne s’appliquent pas aussi immédla- 
tement à la sécante, parce que sa direction change à chaque 
instant : cependant^BPn’en a pas moins un signe propre à 
*es diverses situations, et qui se tire de son expression ana- 
R % 

lytique sec a = ; mais ce n'èst, en général , que par 

^ COS Ch 

^ • 

rapport aux lignes qui conservent la même direction, que 

le changement de signe répond toujonrs immédiatement 
au changement de côté (*). 

Les droites AD eX AD" , qui représentent les racines de 
l’équation du second degré a. - *-}- ax~a l ( 63), quoique 
appartenantes à des valeurs de signes différen», ne sont 

a 

(*)On peut, ce me semble, donner une explication asser naturelle des , 
changemens de signe de la sécante, er. observant que cette ligne prend 
réellement une situation opposée , lorsqu’elle atteint la tangente par 
l’extrémité opposée à celle où elle y arrivoir d’abord. En effet, dans 1er 
arcs B A’ et A' B' pour lesquels l’expression analytique de la sécante 
est négative, ce n’est plus |e ri^on Cf/ti qui atteint la tangente A’ A', 
mais le rayon opposé. ' , 
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pas opposées ; mais s’il s’agissoit de les appliquer à la so- 
lution d’un problème où elles seraient considérées comme 
des distances à un point fixe , mesurées sur une ligne de 
' direction constante, il faudroit les porter de différens 
côtés de ce point , d’après la règle du n° 72. 

En effet , le problème du n° 62 , par exemple , peut 
être énoncé ainsi : 

FIG. ao. Trouver sur la droite A B = a , fig. 20, un point B , 
5 tel que la distance A E au point A , soit moyenne pro- 
portionnelle entre la distance d l'autre extrémité B et la 
ligne entière AB. Les deux valeurs de l’inconnue étant 
alors AD et AD' , la dernière, qui se trouve affectée du 
signe — , doit être portée en A E' , au-delà du point A , 
par rapport au point B. Cette conclusion est facile à 
vérifier; car on a 

I 

AE' = {a + V' VjJaV 

BE' ={a + i/^i Pf 7 \ 

d’où il suit 

ABxBE'=a(;{ a + Va'+ia') 

• =( — jo — 1/ a i -\-±a l )*—ÂÉ'*‘ 

Le problème suivant est encore très - propre à faire 
connoître comment il faut interpréter les diverses solu- 
tions qu’offre une même équation. 

174* D’un point E, fig. 28, placé comme on voudra, par 

FIG ‘ s8 ‘ rapport & deux droites AB et AC, perpendiculaires entre 
elles, mener une droite de manière que la partie D'F' de 
cette droite, interceptée entre les deux lignes proposées, 
soit d’une grandeur donnée m. 

Pour connoître la position de la ligné D'F', déjà assu- 
jettie à passer par le point donné E , il ne faut qu en dé- 
terminer un autre point qt’onpeut cliôisir comme on vou- 
I 
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dra; je prendrai pour cela AD', et puisque le point 
E est donné, je supposerai connues les lignes GE et HE, 
menées de ce point parallèlement aux lignes .a? £ et AC: 
je ferai en conséquence 

GE — a, HE — b, AD 1 — y. 

Cela posé, les triangles semblables G ED' et F' AD' 
donnent 

GD': GE AU: AF'; 

mais GU=AD' — AG— AD’ — H E =y — b ; donc 

y — b : a\\y : AF = ^ 

J y — b 

J * 

Le triangle A U F' étant rectangle en A , fournit l’équa- 
tion 

~ÂD’' +ZTF'=1)F % , 

qui , d'après les calculs et les constructions précédentes, 
devient 

•y‘ + 

et 

y 4 — 2 iy 3 -f-(£*+ — m' , )y l -\- 2 .bm % y — i’m t =o(i) 

lorsqu’elle est développée et ordonnée. v 

Cette équation monte au quatrième degjré, parce que 
la question proposée a , en^énéral , quatre solutions. On 
voit en effet par l’inspection de la figure que l’on peut 
remplir de quatre manières differentes les conditions du 
problème proposé , savoir : • 

Par les deux lignes VF’ et U‘F“ , menées dans l'angle 
droit BAC, où se trouve placé le point E ; . 

. Puis par les deux lignes U' F"" et D“"FW, menées dans 
les angles CA B' et BAC', adjacensà l'angle B AÇ. 

11 n’est pas difficile de voir que les solutions de l'anglo 

( ' 
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BAC peuvent devenir impossibles , lorsque la grandeur m 
est au-dessous d’une certaine limite qui dépend de la posi- 
tion du point E , à l’égard des droites AB et AC-, mais que 
les deux autres solutions seront toujours réelles. 

• Il n’est pas moins évident que la question se simplifie- 
roit, sans perdre aucune de ses solutions , si- on pre- 
noit le point E à égale distance des droites A Cet AB ; 
car il suffirait alors de connoître une de celles de l’angle 
B AC et une des deux autres pour les obtenir toutes les 
quatre. 

Si on avoit D'F', par exemple, on en concluroitJ9''f" 
en prenant AF'=ï AD ‘ , à cause que le point E seroit 
semblablement placé à l’égard des deux droites A C et 
AB ; on déduirait par la même raison D"" F'" de D'"F'", 
en prenant A F"— A D“' . 

D’après cette remarque je ferai GE = HE, ou a = b - t 
et l’équation proposée deviendra 

yl — a ay 3 -f- — ni* (y 1 — zay -J- a 5 )=o. . .(a). 

On ne voit pas encore comment cette équation peut 
être résolue plus facilement que la précédente, mais la 
relation observée ci-dessus entre les diverses solutions, 
va mettre la chose en évidence. 

Les triangles D'A F' et D'AF', D 'AF" et D"" A F"", 
étant égaux, il s'ensuit que ]§s angles P' F' A et D'F' A , 
D'"F"A et D'"'F'"A, sont complémens l’un de l’autre, 
et que par conséquent, dès que l'on connoîtra les angles 
D'F A , D" 1 F"‘ A f on aura les deux autres , et toutes les 
solutions de la question seront connues; mais puisqu’on 
n’a de cette manière que deux solutions à trouver immé- 
diatement , il%st avantageux de déterminer l’angle que la 
droite, compris? entre les lignes AB et AC, doit faire 
avec l’une de ces lignes, avec A B, par exemple. 




En 
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En prenant pour inconnue la tangente de cet angle la 
.triangle D'E G montre que 

tang D'F'A=tanxD , EG~^L^.~y~. b T= . y ~~ a 

GE c, a 

Si on fait —a, on aura 

a 


y = az + a, 

et substituant cette valeur dans l’équation (a), il vien- 
dra, après les réductions, 

a4z4 + a z 3 + ( 2 a* — a a m a ) z* + a a< z -f a 4 = 0 , 

ai ■» , fa fl a — m 9 ^ 

OU Z 4 + 2a 3 + i_ l z > +az+l==0 ' (3) 

Il est maintenant visible que si la quantité a' satisfait à 


cette équation , la quantité ~ y satisfera pareille- 
ment (*) ; en l’écrivant ainsi : 

s 4 +3s 3 + as s + 2î+i-~ z » 

a a 

on reconnoît sans peine qu’en ajoutant z a à chaque mem- 
bre, le premier devient un quarré parfait , 

-f- a z J -J- 3 s* + 2 a -f r -j- a 3 = -j- *; -f * : 

on a donc 


Ÿn ^ 

(s’+z-f i) a = ÜL z *_f_ zl 
a 


d’où t 1 + z-f i —±.z 
ce qui revient à 



( ) Cette équation est de celles qu'on nomme réci p r oqutl , 0o 

IT2 £" , 7 r E/ ‘ m ‘ n> *■**»” (4*) 'a manière d 

les abaisser au an, qu ,1 est possible ; et par la transformation indi- 
quée dans 1 endroit cité, la proposée se réduit «ur-Ie-champ au se 
eoml degré. r u 

Trigonométrie. q 
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satoir les deux -premières ; les deux autres deviendront 
imaginaires lorsqu’on aura 2a 1 + 3 al/m’ + a‘> m «, 
puisque dans ce cas la quantité soumise au radical sera 
négative; mais avant de parvenir à ce terme, les mêmes 
Valeurs deviendront égales si aa^-f 2a l/m 2 + aÂ — m*. 

Pour reconnoîtrece cas, il faut mettre l’équation précé* 
dente sous la forme 2 a 1 — m 1 = — a a V'm r -Ça x , et fai* 
sant évanouir les radicaux, il vient 


— 4 a 2 m* -f m 2 * — 4 a’m 1 ; 
divisant par m 1 , on arrive à un résultat qui donne 
m 2 — 8 a 1 , ou m= l/ 8 a 1 =a aV~z. 
ce qui prouve qu’on ne pourra mener dans l'angle BAC, 
par le point E , aucune droite moindre que 2 a V^z 
Les valeurs de z», z'", se changent, d’après 


celle- 


ci , en 


=' — 2 -fl/?, zz=z~Vz, z"z=z""==—l. 

La construction des expressions de z', z",z'", z““ , ne 
dépend que de celle des radicaux 


\/a l -j- m* , \/ — 2a 1 + m a -f- 2 a|/a»-j_ ni* 

V ~ aa’-fm 1 - aal/^^-^T 
Le premier s’obtient facilement, puisqu’il exprime I’hy- 
pothénuse du triangle rectangle dont les côtés sont a 
et m ; à l’égard des deux derniers, il faut observer qu’il* 
peuvent se changer respectivement en 

y/ U+V/a’-j-m 1 ) 1 — (or— Vu* + m 2 )* — 4^ , 

et que par conséquent l’un est le côté de l’angle droit du 
triangle rectangle, dont lhypothénuse et le troisième 
côté sont a -f- V a* + m 3 , etaa, et l’autre celui da 

G a 


\ 
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triangle rectangle dont l’hypothénuse et le troisième côté 
«ont a — V a 1 + m 1 et a a. Faisant donc 


. l/ a % -f- m a = n, \ (a+ V a% -f- rw* )' — 4 a*=p 
V (a — a* -f- m* )* — 4 o“ = q , 

il viendra 


a + n + p 


a-\-n — p 


n a 


u a 


_*t rt—n-\-q a™*/i q 

Z — » 2* • 

ua 2a 


Connoissant les tangentes z' , z", z!" et z"", on en con- 
clura 

D' G = CE tang D’ EG= CE tang D' F' A — az' 
D" G = GE tang D" EG = GE tang D" F" A = az" 
D"‘G = GE tang P"'E G = G £ tang D'"F"'ti — « z" 
D"G = G E tang D"“EG= G E tang = a z ", 

d’où il suit 


p . c =t±Jl±£, 

2 


» r — a + n ~P 


D“ G 


D"“ G - 


a — n — q 


et lorsqu’on aura les longueurs des quatre droites ci- 
dessus , les points D' , D", D'\ D " " seront bientôt trou- 
vés (*). 

75. Si, au lieu de prendre pour inconnue l’angle que 
doit faire avec l’axe des abscisses AB , la droite deman- 


(*) Si on compare l’analyse que nous venons de faire des diverses 
circonstances de la question ci-dessus , avec celle que l’on trouve 
daDS l’algèbre de Bétout (3® vol. du Coursa l’usage de la marine , 
pag. SS 4 ) , on verra combien cette dernière est incomplète et fautive ; 
elle n’indique que les deux solutions représentées par les lignes 
JD' F' et D é "F". 
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dée, nous eussions cherché à déterminer la distance entre 
le point donné E et le point AT pris sur le milieu de la 
ligne D'F' ; en faisant E K x=x, et posant, pour abréger , 

F K nous aurions eu 

a 

D'E=D' K + EK—l+x, FE=F'K — FK—l — x, 

F //= \/ éT'—Th* =z t/(/— xy— ^ 
et les triangles semblables D' GE, EHF, nous auroient 
donné 

D' E : E Gy.EF : F H , 

ce qui revient à 

l-\- x: a'.’.l — — a;)* — a 4 , 1 

d’où nous aurions déduit l’équation 

a(l — x) = (/- x)V ( l — x)* — a*, 
qui, par l’élévation au quarré et le développement, se- 
roit devenue 

x * — (a/* -f- a a 3 ) x’-f- — îo’ = 
et pouvant la résoudre comme celles du second degré, 
on en auroittiré d’abord 

x*—l'+ o 1 ±:l/c+ + 4a ï L 1 , 

puis 

rr t- ^/ P-\-a*±\/ a^-f’4 a3 ^ ï== — \/ /*, 

expressions faciles à construire d’après ce qu’on a vu dans 
les numéros 65 et 66. • 

Cette solution , bien remarquable par son élégance, 
est tirée de Y Arithmétique universelle de Newton, qui 
l’a donnée pour montrer comment un heureux choix d’in- 
connues simplifie la solution d'un problème. Celui qu’il a 
fait , dans la question qui nous occupe, lui a sans doute 
été suggéré par la considération que la distance EK ne 

G 3 
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peut avoir que deux grandeurs différentes , l’une relativa 
aux deux solutions D' F' et D"F" , et l’autre aux solu- 
tions D"‘ F"' et D"“F", et que par conséquent ses quatre 
valeurs doivent être égales deux à deux , et ne peuvent 
différer que par le signe. Nous conclurons de là que, pour 
se déterminer dans le choix des inconnues, il faut cher- 
cher celle qui , dans les diverses circonstances que peut 
offrir la question, subit le moins de changemens. 

7b. Le petit nombre de questions rélosues précédem- 
ment , suffit pour montrer comment l’algèbre peut s’appli- 
querà la solution des problèmes. On adû reconnoîtrepar 
ces exemples , que les circonstances relatives à la situation 
des lignes, peuvent toujours être déduites de la considé- 
ration des triangles, et , moyennant les propriétés de 
ces figures , s’exprimer algébriquement. L'art de former 
les triangles dont il s’agit, et qui résultent, soit expli- 
citement soit implicitement, des conditions du problème 
proposé, ne peut, comme la facilité de mettre les pro- 
blèmes numériques , s’acquérir que par l habitude (*). 

Les diverses expressions construites dans ce qui pré- 
cède, ne se rapportent qu’à des lignes, parce que les 
problèmes qui les ont amenées n’ont pour but que la dé- 
termination des lignes; et c’est ce qui arrive le plus sou- 
vent, puisque la détermination des figures se réduit tou- 
jours à celle de leurs dimensions. Cependant il peut se pré- 
senter quelque cas où l’on cherche immédiatement une 

— * S 

(*) J, Arithmétique universelle de Newton contient une collection 

de problèmes, aussi précieuse par l’élégance des solutions que par 
la variété des énoncés; le Traité de la Corrélation des fgures de 
géométrie de Carnot, en renferme de très-in téressans, et qui conduisent 
à de» propriétés de l’étendue très-remarquables. La lecture de ce» 
ouvrages , et de ceux de Thomas Simpson , sera très-utile aux pei- 
igmies qui voudront s'exeteer à la résolution des questions. 


r 
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«ire ou un volume; l’expression à laquelle on arrive doit, 
si elle est homogène , avoir dans le premier cas, à chaque 
terme de son numérateur, deux facteurs de plnsqu’à ceux 
de son dénominateur , et trois dans le second cas. 

Par exemple, l’expression 

ab 1 c — ■ a 3 d -f- dl 
c* + ad 

peut désigner une aire, et l’expression 

a 7 -f- è s c a — d 7 
+ b ■* 

un volume. 

r 

Construire ces expressions c’est faire un rectangle dont 
l’aire soit équivalente à la première, et un parallélépi- 
pède rectangle dont le volume soit équivalent à la se- 
conde , et pour cela on prépare, par l'artifice analytique 
du n 0 64 , la première formule de manière qu’elle se dé- 
duise à un produit de deux facteurs , la seconde de ma- 
nière qu’elle devienne un produit de trois facteurs. 

En effet, si on prend 

oi*c=m 3 lt, a 3 d—m 3 h' t d*= 
c*=mk'", ad— mk”“ , 

La quantité m demeurera abstraite , les quantités 
k , k' , k", h" , k"", se détermineront par les lignes propor- 
tionnelles, et on aura 

ab*c — a 3 d-{- d* m 3 k — 

c* -f- ad mW + mil” 

— + ^ m (k — k' + k") 

— k" + h" — mX k" + h““ ’ • 

résultat qui peut être regardé comme l’aire d’un rectangle 
dont la base seroit m, et dont la hauteur seroit la ligne 
représentée par la formule 
, 04 
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m C k—k' +k") 
h"' -f b“" 

Puisqu on est maître de prendre à volonté la ligne m, 
on peut la faire égale à l'une des quantités employées dan» 
1 expression à construire, ou bien à l’unité, si l'on en a 
choisi une. L'exemple ci-dessus se simplifie lorsqu’on 
prend m~a; il vient alors 


b'c = a'k , d—k', <f*= a 3 k" 

c>z= alï", d=k"% 

ah a c — a 3 d - f - d.i n 3 (k — d -f b" ) 

c* ad a (h"' d) 

r=aX<tz±±n. 

«(* '+ d) ’ 


Ce procédé s’applique facilement à la seconde expres- 
sion proposée 


n 7 4 . b' c» — d 7 

a.^ -f- A* 


En prenant tout de suite a au lien de la quantité arbi- 
traire m, on fera 

l'c*=:a‘k, d7 = a 6 k r , b* = a'k" , 

et il viendra „ 

a 7 + b'c* — d 7 _ a 7 ■+ a «ü — a ‘li 
at + At ~ 0 4 + a^" . 

c * ( a + *■—*') , ^ a ( a + b — A' ) 

a 3 («-j-A") a -f- A" * 

la derniere formule peut être évidemment prise pour le 
volume du parallélépipède rectangle dont la base est le 
quarré, construit sur la ligne a, et dont la hauteut est 
la ligne représentée par la formule 
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a (a - 1 - k — //) 
a +k' ' ' 

77 * L’algèbre sert non-seulement à déterminer la gran- 
deur des lignes et des parties de l’étendue, comparées les 
unes aux autres, mais il fournit encore le moyen de déter • 
miner les figures qu’affectent ces lignes, et en général les 
formes de l’espace. Descartes, en remarquant le-premier 
que ces figures et ces formes déterminent des relations de 
grandeur entre des droites , est parvenu à appliquer l’al- 
gèbre à la théorie des lignes en général, et par cette dé- 
couverte, les mathématiques ont entièrement changé de 
face. 

Si l’on conçoit, par exemple, que de tous les points 
d une ligne quelconque D E, Jlg. 29, on ait abaissé FIG. *9. 
des perpendiculaires PM, P'M' , P"M" , &c. sur une 
ligne droite AB , donnée de position, et qu a partir d’un 
point A , pris à volonté sur cette ligne , on ait mesuré les 
distances AP, AP' , AP", &c. chacune de ces distances, 
et la perpendiculaire qui lui correspond, seront liées 
entre elles de manière que l'une se conclura nécessaire- 
ment de l'autre. En effet, quand la grandeur de A P 
sera fixée, la rencontre de la courbe DE avec la perpen- 
diculaire élevée par le point P sur la ligne AB, donnera 
la grandeur de PM-, et quand on aura cette grandeur, 
que nous supposerons représentée parai, on obtiendra 
AP , en prenant sur A C, perpendiculaire à AB , une 
partie AQ = ab , et en menant ensuite la droite QM 
parallèle à AB, qui rencontrera la ligne DE dans un 
point M , pour lequel on aura nécessairement P M~ ab. 

Rien n’empêche d’imaginer que les lignes AP , PM, 
soient rapportées à une ligne commune, prise pour unité, 
et que, sous ce point de vue, elles ne soient représentée* 
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par des nombres ou par des lettres. Si la relation qui est 
entre AP et P M, entre A P' et P' M r , 8tc. peut être ex- 
primée par une équation algébrique , cette équation ca- 
ractérisera la ligne DE, et pourra eD faire connoître suc- 
cessivement tous les points j c’est ce qu’on va voir sur 
deux exemples très-simples. 

FIG y S. Prenons pour le premier la droite A E, Jig. 3o t 

menée par le point A ; toutes les perpendiculaires PM. 
P' M" , P“M", &c. abaissées de chacun de ses points sur 
la ligne A B , détermineront une suite de triangles APM , 
A P'M', A P"M", &c. tous semblables entre eux, et qui 
donneront 

AP : PM:: AP':P'1\T ::AP":P"M", &c. 
ou, ce qui revient au même , 

PM P'M' P''M" 

AP -~AP r -~ÂF' C ' 

La relation de toutes les distances AP aux perpèndi— 
culaires PM est ici bien facile à saisir •, elle consiste dans 
le rapport constant que chacune des premières a avec 
celle des secondes qui lui correspond ; et si l'on désigne 
ce rapport par a , on aura 

jPM=a'X.AP, P’M—ay^AP’, P"M"=axAP" , & c. 

Toutes ces équations, qui semblent particulières à 
chaque point de la droite A E , peuvent être comprises 
dans une seule , en désignant la distance du pied de la 
perpendiculaire au point A , quelle qu’elle soit , par x , 
et en représentant la perpendiculaire elle-même par y j 
car on aura alors y— ax. Cette équation , qui renferme 
deux inconnues,*, y, ne peut donner la valeur que 
d'une seule , et cela après que l’on a fixé arbitrairement la 


\ 
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valeur de l’autre : lorsqu’on assigne à x une valeur quel- 
conque A P, y prend la valeur correspondante PM. Si 
l’on a, par exemple, a = { , on trouve PM=z ' X AP, 
c’est-à-dire qu’en prenant PM, égal à la moitié de A P , 
le point M est sur la droite A E , et non ailleurs. 

La ligne A E ne se termine pas brusquement au point 
A \ on doit , pour embrasser toute son étendue , la con- 
cevoir prolongée en A £' , au-dessous de la ligne AB , et 
à gauche de la ligne AC ; cette dernière partie est com- 
prise aussi dans l’équation y = ai ; car on peut donner 
à x , dans cette équation , des valeurs négatives , et les 
valeurs exprimant les distances à la ligne A C doivent être 
prises du côté opposé à celui où on a porté les valeurs 
positives (72) : elles donneront donc des points tels que p, 
placés en arrière du point A. Mais les valeurs corres- 
pondantes de^, étant aussi négatives doivent être prises 
du côté opposé à celui où on a porté les valeurs positives, 
c est-à-dire au-dessous de AB, comme pm ; et il est visible 
d’ailleurs que, si Ap est prise égale à A P, pm sera pareil- 
lement égale à PM: on tombera donc de cette manière 
sur les points du prolongement AE de la droite A E. 

79* Considérons en second lieu le cercle décrit du 
point A, fig. 3t , comme centre et d’un rayon égal à FiG.si, 
la ligne AD. Ce qui distingue les points de la circon- 
férence des autres points du plan, c’est d’être tous à une 
distance du centre C qui soit égale au rayon AD\ et par 
conséquent quelque part que l’on prenne le point M sur 
cette courbe , les droites A P et P M seront les côtés d’un 
triangle rectangle, dont l’hypothénuse AM sera égale à 
A D. En faisant donc 

AP~x, PM— y, AD— t,' 

on aura 
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** + y* = r ! ; 

et on tirera de ià 

y—V r- — a.*, 

équation qui fait voir que quand * ou AP sera connu , 
on aura , par le secours du calcul, et sané qu’il soit be- 
soin de construire la figure, y ou PM, ou du moins le 
rapport de cette ligne avec le rayon. En prenant, par 
exemple , x = | r , il viendra 



y — V r — t r» = ✓ * r- ~r x 

On concevra sans peine que l’on peut déduire de 
Ja même expression les lignes PM pour tous les pointa 
de la ligne A B , compris entre A et D. L’équation 

y = \/r î — “-r 1 prouve aussi bien que la description 
géométrique de la circonférence du cercle , que cette 
courbe ne doit pas s'étendre au-delà du point D\ car 
pour prendre le point P au-delà de celui-ci, il faudroit 
supposer x > A D , ou >r, et dans ce cas la valeur 
dey deviendroit imaginaire." 

Quoique nous n’ayons considéré que le quadrans DE, 
les trois autres, qui complètent la circonférence, sont 
compris dans l’équation x 1 -{-y 1 = r 1 ; car l’ordonnéey 
ayant, pour une même valeur de x, deux valeurs, savoir: 

+ l/r J — x* et — l/ r 1 — x* , 

la seconde doit être portée du côté opposé à la pre- 
mière (7a), et fournir par conséquent tous les points des 
quadrans D' E. Mais on peut aussi donner à x des va- 
leurs négatives qui doivent se porter de A en D' , puisque 
les valeurs positives ont été portées de A en D ; et à 
chacune de ces valeurs répondront deux valeurs dey : 
la valeur positive donnera les points du quadrans D' E, et 
La valeur négative les points du quadrans D E', 
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80. Quoiqu’on ne tire des équations 

y — ax, y xzdt \/ r l — x* , 

que des valeurs appartenantes à des points isolés et dis- 
joints, néanmoins la continuité qui résulte de la descrip- 
tion de la ligne droite et du cercle, repré-entés respec- 
tivement par ces équations, n’est point violée, parce 
qu’on peut toujours déterminer par leur moyen deux 
points aussi voisins l’un de l’autre qu’on voudra , puis- 
qu’il suffit popr cela de prendre pour x deux valeurs con- 
sécutives presque égales, et que rien ne limite la petitesse 
de la différence qu'on peut mettre entre elles. 

81 . Cette manière de représenter le cours des lignes, 
c’esGà dire les circonstances de leur forme et de leur 
situation, en les rapportant à une droite par des perpen- 
diculaires, mérite la plus grande attention; on voit qu’elle 
revient à déterminer la position d’un point quelconque , 
par le moyen de sa distance à deux droites A B et A C , 
perpendiculaires entre elles. Le point M ,Jig. 29 , est en FIG. **• 
effet déterminé lorsqu’on a les distances AP e 1 A Q , 
puisqu’il se trouve à l’intersection des lignes P Met QM, 
menées par les points P et Q, parallèlement aux droites 

A B et AC. 

Les lignes AP et .4Q, ou leurs égales, QM et PM, 
se nomment les coordonnées. On se sert ordinairement 
du mot abscisse pour désigner celle qu’on suppose con- 
nue, et l’on donne à l’autre le nom d’ordonnée. Ainsi, 
dans les exemples précédens , où nous avons toujours 
exprimé les PM par les^P, PM étoit l’ordonnée^ et 
AP l’abscisse. Les lignes AB et A C, qui déterminent la 
direction des coordonnées, se nomment les axes des coor- 
données. 

Il faut bien observer que pour les points situés sur la 
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ligne AB, la distance AQ ou PM est nulle, et que paf 
conséquent, si on la représente par y, on a pour tous ce* 
points , y = o ; par la même raison on a QM , ou A P , 
ou x— o, pour tous ceux qui sont placés sur l’axe A C ; 
et enfin au point A, qu’on nomme l'origine des coordon* 
nées , on a en même temps 

x — o, y — o. 

En ne donnant que les valeurs absolues de l’abscisse 
AP et de l’ordonnée PM, le point M reste encore indé- 
terminé à quelques égards ; car on ne connoît alors que 
les distances de ce point aux droites indéfinies B B 1 et 
FIG. ï«. Q C , fig ■ 3a et en conservant ces mêmes distances , il 
pourroit se trouver indifféremment dans l’un quelconque 
des quatre angles droits BAC, B AC, B AC, BAC, 
mais les combinaisons des signes affectés aux coordon- 
nées A P et PM, font connoître dans lequel de ces an- 
gles se trouve le point proposé. En effet, étant convenu 
de donner le s : gne plus aux parties de la ligne A B, en 
allant de A vers B , le signe moins sera celui qu’il faudra 
assigner aux parties de A B 1 , en allant de A vers B' . De 
même, si l’on a donné le signe plus aux parties de AC, 
en allant de A vers C, les parties de A C , en allant de A 
vers C , seront nécessairement affectées du signe moins. 
Cela posé , on aura 

! BAC,. 

B’ JC, 

B' AC,. 

BAC, 

Le choix des lignes AB et AC, perpendiculaires entre 


+ A P ou 

+ Æ 

+ PM 

+y 

— AP 

— X 

+ PM 

+y 

— AP 

X 

— PM 

—y 

•h AP 

+ X 

— PM 

— y 


Digitized by Google 



1 1 1 


A LA GÉOMÉTRIE. 

elles, n’est pas le seul qu’on puisse faire pour déterminer 
surun plan la position d’un système quelconque de points; 
toute combinaison de lignes capable de fixer la position 
d’un pointées distances à deux points fixes, par exemple, se 
roit également propre à cet usage .mais dans le plus grand 
nombre de cas les coordonnées perpendiculaires sont celles 
dont l’emploi présente le plus de facilité , et on verra 
plus loin plusieurs exemples de la manière dont on passe 
de ces coordonnées à diverses manières d’assigner sur un 
plan la position des points. 

8a. L’équation qui exprime les relations entre les A P 
et les PM pour une ligne donnée, s’appelle l’équation de 
cette ligne , et celle-ci se nomme à son tour le lieu de 
l’équation qui lui appartient. 

Il est visible que toute question géométrique indéter- 
minée , renfermant deux inconnues , conduit à un lieu 
géométrique. S’il s’agissoit par exemple de former tou* 
les angles rectangles que l’on peut construire sur une 
hypothénuse donnée a , en nommant x ety» les côtés de 
l'angle droit de ce triangle, l'équation du problème seroit 
x 1 +y' 1 = a 2 ; et on satisferoit à la question en décri- 
vant sur un rayon égal à a un quart de cercle , et en abais- 
*ant de tous les points de ce quart de cercle des perpen- 
diculaires sur son rayon : le quart de cercle seroit le lieu 
de tous les sommets de l’un des angles aigus de ce* 
triangles. 

L’équation d’une courbe s’obtient toujours en expri- 
mant analytiquement l’une quelconque de ses propriétés, 
comme nous l’avons fait pour la ligne droite, ou les cir- 
constances de sa description , ainsi que nous en avons 
usé à l’égard du cercle. Réciproquement une équation 
quelconque , considérée en elle-même , donne aussi nais- 
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*ance à une courbe dont elle fait connoître les propriétés. 
Ce dernier point de vue étant le plus général et le plus 
fécond, c’est désormais de la considération des équations 
que nous déduirons les lignes. 

8J>. De toutes les équations à deux indéterminées, la 
plus simple est celle du premier degré, et elle appartient 
à la ligne droite , la plus simple de toutes les lignes. Cette 
équation peut être représentée par C v = Ax + B> ruais 
en la divisant par C, elle ne perdra rien de sa généralité , 
A B 

et deviendra y=-x -f- p., ouy = ax -\-b t en faisant 
C/ C/ 

AP, 

p,= a, -, — b : c’est sous cette forme que nous l’emploie- 
rons désor: vis. 

Supposons d'abord que b soit nul, on aura 

T 

y~ax OU - = fl/ 

X 

c’est-à-dire que dans toute l’étendue de la droite , le rap- 
FIG 3 o P ort PM à AP,Jig- 3o , sera constant. Cette pro- 
priété, qui n’est que l’expression de la similitude des 
triangles A PM, A P'M' , 8tc. et de laquelle il résulte que 

PM P'M' 0 , , 

~ Âp — ~Âp r > ° ic ‘ < i ue “l ue P art on prenne les 

points P , P’ , &c. sur la ligne AB , ne peut appartenir 
i qu’à la ligne droite AE, menée par le point A, origine 
des coordonnées. 

Le rapport -ou le coefiicient a, dépend de l’angle 

X 

que fait la droite A E avec l’axe des abscisses A B\ mais 
dans le triangle A PM, que nous supposons rectangle 
en P , le rapport de PJVI à AP est égal à la tangente de 

l'angle 
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l'angle P AM (29) : a représente donc la tangente de 
cet angle. 

En considérant l'équation y = ax -f- b, on voit que 
la nouvelle ordonnée*- ne diffèrede la première, y=a.T, 
qu’en ce quelle la surpasse de la quantité b; d’où il suit 
que si on prend ÂD=b , et qu’on mène la Ii^ie DF pa- 
rallèle kAE, elle sera le lieu de l'équation*- = ax -f-ù, 
puisqu’on aura 

PN=PM+ MN=PM + AD, 

P'N'= P'M'+ M N'= PW + 'A D , &c. 

et il faut bien remarquer que le coefficient a restera le 
même pour toutes les droites parallèles kAE. 

Il est 4 sé de voir que rien, dans l’équation y = ax+ b, 
ne limite les valeurs que l’on peut donner à a.-, et que par 
conséquent celles de y deviendront aussi grandes qu’on 
' voucIra i mais en même temps, rien ne bornant le cours 
de la ligne DF dans l’espace indéfini BAC, on trouvera 
toujours des abscisses et des ordonnées assez grandes 
pour représenter les valeurs dey et de x, qn î satisferont 
à l’équation proposée. . ; , 

Faisons x = o , nous aurons*- = b , et cette valeur ap- 
partiendra au point 2?, où la droite DFrencontre Taxo 
AC des ordonnées. Lorsque x sera négatif , qp trouvera 
* = — -ax-fè, ' 

et ax étant moindre que b, y sera encore positif, mais 
moindre que b ou AD, Le cours de la ligne D F' 'nous 
montre que cette circonstance ne peut avoir lieu que 
dans la partie DF, correspondante à des abscisses A a • 
«tuees du côté opposé aux abscisses AP, que nous 
avons choisies pour représenter les valeurs positives dex- 

c’est donc de ce côté qu’il faut prendre les valeurs néga- 
tives de x b 

Trigonométrie, u 
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Pourtroaver la valeurdex, qui répond au point/oùla 
ligne D F rencontre l’axe A B des abscisses, il faut faire 
y = o , ce qui donne 

l) 

ax-\-b = o, et x-= — A f. 

a J 

Lorsque^r, restant toujours négatif, sera devenu plus 


grand que la quantité - , y lui -même deviendra négatif. 

y t 

Mais au-delàdu point y, la ligne DF se trouve au-dessous 

de la ligne A B ; l’ordonnée p'ri tombera donc d'un côté 
opposé à celui où elle étoit située d’abord, et par consé- 
quent les valeurs négatives de y doivent se porter d’ua 
côté de la ligne AB, opposé à celui qu’on a adopté pour 
les Valeurs positives. 

Ces remarques, qui confirment ce qui a été dit dans 
le n°. 72 , ne sont pas particulières à la ligne droite. On 
ne sauroit y faire trop d’attention ; car c’est de l'usage 
des quantités négatives dans les figures , qué dépendent 
en grande partie, les diverses formesqu’affectent les lignes 
courbes. * , 

L’équation y = ax + b ne renfermant que deux cons- 
tantes, a et b, dont la valeur particularise la droite qu’on 
considère, en la distinguant de toute autre, il s’ensuit 
que deux conditions suffisentpour déterminer cette droite. 
Celles qui s’offrent les premières, sont de l’assujettir à 
passer par deux points donnés; £ être parallèle ou per- 
pendiculaire à une autre droite donnée , et à passer 
en outre par un point donné. Nous aurons besoin dans 
] ( 3 suite de connoître la forme que prend l’équation 
y — a x -{-b , pour satisfaire à ces diverses condition® ; 
c’est pourquoi nous allons les examiner chacune en par- 
ticulier. 


84 . Si on cherche l’équation de la ligue droite qui 


■ 
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passe par deux points, dont les abscisses soient * et , 
et les ordonnées fi et fi' , on mettra successivement * et » 
à la place de x, fi et fi' à celle de y, et on aura, pour 
déterminer a et b , J es deux équations 

fi— a*- J- bi 

> dont on tirera 
fi'—Oa'-j- b\ 

«t il en résultera 




m ’tl—afi ' 


pour l’équation de la droite cherchée. 

On peut donner à ce résultat une forme plus simple; 
car si on retranche de l’équation ^ = a Sc -f- b, l’une des 
deux équation? ci -dessus, la première, par exemple, 
b disparoîtra , et il viendra 

y — (ï= a (X—*); 

< 

cette dernière équation sera celle d’une droite assujettie 
à passer par le point dont les coordonnées sont * et fi, et 
faisant d’ailleurs avec l’axe AB un angle quelconque : en 
y mettant , au lieu de a, la valeur trouvée précédem- 
ment, on aura 




(*—«)• 


La distance des points proposés , ou la partie qu’ils 
interceptent sur la droite cherchée, aura pour expres- 
sion . 

•' — «)■+ {fi! - fi)*: 

cela se voit évidemment * en supposant que N et N' re- 
présentent ces points ; car leur distance NN' étant l’hy- 
pothénuse du triangle rectangle N R N ’ , il s’ensuit que 

NN'zzNlC + ¥1* = (4P' — jpy -I- (P'N' — PNy. 

H 2 


* 
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85. Pour obtenir l’équation de la ligne droite qui pas- 
«eroit par le point dont les coordonnées sont « et 0 , et 
qui seroit parallèle à la ligne représentée par l’équation 
y = a' x + b' , il suffira de substituer a au lieu de a dans 
l’équation^ — fl=a (x -—*)> qui satisfait déjà à la pre- 
mière condition, puisque, d’après le n° 85, le coefficient 
de x est le même dans les équations rfles lignes droites 
parallèles entre elles-, on aura donc pour celle qu'on 

cherche " . 

y — $—a (*— 

FIG. «5. 86. Enfin , si AE et AI, /*g- 33, sont deux droites 

perpendiculaires entr 'elles, et passant par 1 originel des 
coordonné^, leurs équations seront de la forme 

y — ax, yzza'x; , 

mais les triangles Amp et Apn étant semblables, on 
trouvera , en comparant les côtés Apetpm du premier à 
leurs homologues pn et Ap du second , 

JLÜL-— E- ou pmXpn—Ap *• 

A p pn 

En désignant par x l’abscisse Ap , commune aux deux 
droites, les ordonnées seront respectivement 
pm =ar, pn — a x , 

et on aura 

aax 1 — x x , 


d’où 


aa' — 1 , 


a =-. 
a 


Voilà donc la grandeur de a déterminée -, mais il faut 
observer que le pointu de la ligne A I étant au-dessous 
de l’axe AB des abscisses, l’ordonnée pn doit être né- 
gative ; les équations des droites A E et AI seront donc 


i 

y = ax et y = — — x. 


u> 

Considérant ensuite les droites DF et CH, respect!- 
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vement parallèles à A E et à A l , et par conséquent 
perpendiculaires entre elles ,. on trouvera pour leurs 
équations 

yz=ax+ b et y— ^-x -fè' ( n° précéd. ). 

Si la seconde doit passer par un point N dont les coor- 
données soient * et / 3 , son équation deviendra 

87. Deux lignes qui se coupent ont dans leur point 
d’intersection les mêmes coordonnées; en sorte que pour 
trouver celles du point de rencontre des deux droites 
données par les équations 

y = ax + b, 
y—a'x -f- b', 

il n’y a qu’à supposer que les inconnues , x et y, ont la 
même valeur dans l une et dans l’autre équation : on aura 
ainsi 

sx -4- b = dx -J- b 

ce qui donnera 

b — V db—ab’ ! 



On voit par ces valeurs que le point de concours est 
d’autant plus éloigné des axes AB et A C , que la quantité 
d — aestplus petite, et qu’enlin x et ^ deviennent infinis, 
lorsque d — a\ c’est-à-dire lorsque les droites proposées 
cessent de se rencontrer, ou sont parallèles. 

88. Il peut être utile de connoître la longueur delà 
perpendiculaire abaissée d’un point donné sur une ligne 
donnée; et on y parviendra en cherchant les différences 
entre les coordonnées de ce point et celles du point où. 

H 3 
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la droite donnée rencontre la ligne qui lui est perpendi- 
culaire. 

L’équation de la première étant 
y — ax + b, 
celle de la seconde sera 

y — = — — et), 

si « et fi désignent les coordonnées du point donné; mais 
on peut mettre l , équation - y = ax -j- frsous la forme 

y — 18 ~ax -f -b — |S — a <t -f- a *, 
qui revient à 

y — li = a(x — «) -t-b — jS-f-ca, 
et , jointe à y — fi = — — ( x — m) , elle donnera 


— a« — b) fi — au — b 

x — «= — -* ,y — fi— . 

i -ha 3 J x -\-a 3 

Substituant ces valeurs dans l’expression 


V/( X — «)* + (y— fi) 3 , 

on aura, pour la longueur de la perpendiculaire cher- 
chée , 

fi — au — b 


V i -f- a 3 

8g. Ce qui précède nous conduit à Texpression du 
sinus, du cosinus et de la tangente de l'angle que for- 
ment entre elles les deux droites données. Soient 

• \ * 

y=ax-hb, y = a'x-hb r , 

i •* 

les équations des deux droites proposées; il est évident 
que l’angle qu’elles font entre elles ne changeroit point 
si on 1$; faisoit mouvoir toutes deux parallèlement à 
elles- mêmes ,jusqu5§ ce qu’elles passassent par l’origine 
dès ordonnées , et alors leurs équations se réduiroient à 


* ■> . 
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y = ax, y = dx( 83). 

C'est dans cet état que nous les considérerons , et nous 
les représenterons par les lignes AM et AM' ,fig, 3£. FIG. 54 . 
Ayant pris sur l’une d'elles un point M' , dont les coor- 
données AP ' et P'M! soient désignées par « et fri la per- 
pendiculaire MM' abaissée de ce point sur l’autre ligne 
- fi — a et 

AM, sera exprimée par - , à cause de •&•= o 

V 1 -fa* ' t 

(88) ; mais si l’on fait AM' = r on aura 

et 1 4- /3 1 = r* , 

♦ * • . 1 ' . » ' * •• V •’ * O.,) ,.«> 

et parce que le point M! est sur la ligne AM’ , dpnifcl’éqoa- 
.tion est y == dx, il s’ensuivra $ == a’ et. Cette équation 
combinée avec la précédente , donnera 

r , a’r . 


V 1 + a 


on trouvera 

c , q, 

. . t, 


substituant ces Valeurs dans celles dé la perpendiculaire, 

.« 1 J/ , 'Ù« ù r..._ I *a. . ■ l * . ». *J 1 t* * 

r(a'' — a") *• 1 •' 

V I -f a» l/ i -f- 

et si l’on donne à la perpendiculaire M M’ le nom de 
sinns , qu’on loi a , assigné dans la trigonométrie , on 

-aura ,! ' ' ' ” ‘ P ‘ 

’ • -N '" fi r(q,’ — a) 

sin MA M' = . L — , 

/î + aTiffl' 1 f 

en prenant rpbur râyon. " 

Si on retranche dë P le quarré de cette expression', on 
aura cçlle de AM 1 , ou du quaÿré du cosinus de l’anglq 
MAM\ on Obtiendra (cbsM^M') 3 ^ 

r î (t4-o i )(r+ Cf a ) — T*(d — à)'* t*(i -)- 2 ad -faV,' 3 ) 

0 *+0(1+0 ■“ 0 +0(4+0 ' 

et prenant la racine quarrée H viendra 

H4 
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♦ 


cos MA M’’ — 


r( 1 + sa') 


V\ t + OC» + «'•)'* 

enfin, faisant rzz i , on en tirera de cesdeux expression* 
* 

„ , sin MAM' (a' — a) 

tang MAM' — __ r- 

co&MAM î+s® 

Nous aurions pu déduire immédiatement cette dernière 
valeur de la formule 

tang (j>±.q) 


_ tang p ± tang g 


i =ptanfcptangg ’ 
rapportée dans le tableau de la page 3 o , puisque l’angle 
MAM’ est la différence des angles B A M' et B AM, et 
que par conséquent, si l’on désigne ces derniers par p et 
q , on aura 

, , a’ — a 

tang p = a , tang qzza, et tang (p—q )~ — ; 

1 + aa 

comme ci-dessus j mais cette formule repose sur celle* 
du numéro r î , que nous avons obtenues par le moyen 
d’une construction , et nous nous sommes proposé do 
tirer des seules équations des lignes, tout ce qîi est né- 
cessaire pour l’application de l’algèbre à la géométrie. 


90. L’équation du cercle obtenu dans le n° 79 , n’est 
que particulière , parce qu’on a donné au centre une 
situation déterminée , en le mettant à l’origine des coor- 
données. Pour généraliser l’équation de cette courbe 
FIG. Si. H faudroit avoir l’équation du cercle DED^E' ,fig. 3v, 
en prenant pour origine des coordonnées lé point A" , 
.placé d’une manière quelconque par rapport au centre A\ 
et pour cela il suffiroit d écrire Analytiquement que la 
distance de ce centre à chacun des points de la circonfé- 
rence, est égale à r. Or, si lion désigne par p, q, les 
lignes A"' 'A' et A' A, qui seront alors les coordonnées du 


; 
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centre A par rapport aux axes A"' B’ et A'" C', et que l’on 
fasse A'" Q = x, QM= y, on aura (84) 

AM=r= V/( x— P y+(y — q y t 

d où on tirera, en quarrant les deux membres et en dé- 
veloppant , 

x * — — apy-f- p’ s=r*. 

Cette dernière équation est la plus générale que l’on 
puisse obtenir pour le cercle , en la rapportant à des coor- 
données rectangles : elle ne peut être particularisée quq 
par la détermination des trois quantités constantes p, p 
et r , dont les deüx premières fixent la positron du centre, 
et la troisième représente le rayon. Il suit de-là qu'il faut 
trois conditions pour déterminer la position et la gratp- 
deur d un cercle; et c’est aussi ce qu’on a vu dans les 
Elémens degéomçtrie. 

Si on vouloit déterminer le cercle .qui passe par trois 
points dont les coordonnées soient 

* etp, .«'et /S',. «"et fi", 
on mettroit «, « , «" à la place de * , etp , p', p" à celle 
dey-, on forraeroit ainsi les trois équations 

*'*— 2 P“ , + P* + a qp -f p*~ r* , - » 

qui ne renferment que trois inconnues, savoir : p, p et r. 

Si on retranche successivement la première delà deu- 
xième et de la troisième , on aura , en effaçant les terme» 
qui se détruisent, ■ ••••; f. •• 

a {(•“«' )p + (P — fi')q }+«•—«'» jS'«=^o , 

*{(«—>+ (P— iS")q } -fcc*- p"» = o ; 

ces deux équations ne contenant p et q .qu’au premier 
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degré, font voir que le centre du cercle demandé ne peut 
avoir qu’une seule position ; et quant au rayon, comme 

on a immédiatement 

T, , » — •• - : *W V 

r— i|/*e a ïp* -f-p a -f 0*— 2qP -1- $*, 

il n’est susceptible qne d’une seule grandeur: on ne peut 
donc faire passer par trois points qu’umseul cercle. 

Je n’acheverai point la résolution des équation»- ci- 
dessus, qui pourroit s'abréger par l’effet de la symétrie 
des quantités qu’elles renferment, parce que les résultats, 
de cette solution sont inutiles pour ce qui doit, suivre* 

.... t • ' t‘Cw- » « .« 

91. L’équation-générale du cercle J, 

t: x t '—~2px -4- p* -}-y* — aqy -j- r“ 

Ste simplifie de pltjbiéurs manières , qui méritent d’être 
remarquées , parce’ qûe les forthès' qù’ellë prend alors 
sont employées fréquemment dans l'analyse. 

Si Fon y fait’prdro, 6 , on retombe sur f’-f - y*~ r * • 
Pour placer l’origine des coordonnées sur ta circon- 
férence du cercle^ U suffit de faire p 1 -^^’— r’ , puisque 
V p 3 4 - q x , exprimant alors la distance du rentre àForr- 
gine, il s’ensuit que cette distance est égale au rayon : 
l’équation du cercle se réduit dans ce cas, à cause de 
celle qu’on vient de poser , à 

#*.— icpx+y* — ^q'ÿtezo.- • 

Enfin , si , pour plus de simplicité, ' on ’prehoit l’orî-i 
gine à l’extrémité D' du diamètre , le centre se trouvant 
alors sur l’axe des abscisses, son ordonnée deviendrait 
nulle, son abscisse <* seroit égale au rayon r\ et l’équar* 
tion ci-dessus se. changeroit en. v . . 

* - . V® 1 -V zpx'+y* ==0j f ■ - 

Cette dernièrp ^la première, a; 1 rKy 1 — sont celUa 
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des équations du cercle dont on fait le plus fréquent 
usage. 

92. Ce qui précède étant bien compris , toutes les 
questions que l'on peut proposer sur la ligne droite et > 
sur le cercle , se ramènent facilement à l’algèbre , sans 
qu’il soit besoin de recourir â d’autres propriétés des 
figures qu’à la relation qui existe entre les trois côtés d’un 
triangle rectangle ( * ). Proposons-nous , pour premier 
exemple , cette question : 

Deux lignes droites , A Ê et DE, fig. 35 , étant don- FIG. 
nées par les angles qu'elles font avec une troisième AB : et 
par la phrtie A D quelles interceptent sur cette troisième,, 
trouver sur une ligne AC, perpendiculaire à AB, un 
point G , par lequel, menant une droite GK, parallèle à 
AB , la partie HK, comprise entre AE et DE. .soit d'une 
grandeur donnée. 

Formons d’aborél les équations des droites A E et ED. 
Soient a et a' les tangentes des angles EAD, EDA, 
quelles fontrespectiveroent avec la droite AB, que nous 
prendrons pour l’axe des abscisses dont nous suppose- 
rons l’origine au point A , ainsi que celle des ordon- 
nées y que nous concevrons parallèles à A C-, et faisons 
AD = u. La première droite aura pour équation y = ax, 
puisqu'elle passe par le point A; la seconde devant passer 
par le point D , pour lequel on a 


(*) Dans les notes qu'il a placées à la suite de ses Elémens de 
géométrie , Legendre déduit ces propriétés des premières consé- 
quences de la superposition des triangles égaux par un moyen très- 
élégant; mais les considérations qu’il emploie pour cela sont malheu- 
reusement trop abstraites pour pouvoir servir de base à un livre élé- 
mentaire , et porter dans l’esprit cette conviction intime qui résulte 
des notions reçues immédiatement parles sens. 
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y = 0 ( 81 ) et X — *■, 

sera 

y— —a! (x— «), 

en observant que y diminue tandis que x augmente, et 
que par conséquent a' doit être pris négativement : on 
aura donc ces deux équations : 

y — ax , y-= — a (x — * ). 

Pour obtenir les points H et K , où les droites qu’eTlea 
représentent rencontrent la ligne G K , parallèle à AB, 
il suffit d’y faire y = AG ; si donc on pose A G = t y 
on aura 

t — ax , t — — a' (x — x) : 

prenant la valeur de x dans chacune de ces équations ; 
il viendra 

t , - aa r -*-t „ 

= — pour I une , etx — — pour Tantre-. 

xa • a * 

Ces expressions sont celles des abscisses Ah et A k , dont 

la différence donne hk= HK, à cause des parallèles; 

et désignant par m la grandeur que doit avoir HK , ou 

trouvera 

* a.' — t t 

m = ; , 

a a 

d’où l’on tirera 

ad m — a ad — ta — ta, r , 
et par conséquent 

(<* — m)aa‘ 
tx=. 1 — . 

Telle est la valeur de A G, qui satisfait à la question pro- 
posée. 

g5. Supposons qu’au lieu de donnera la ligne H K 
une grandeur connue , on demande qu’elle soit égale à la 
; ligae A G, ce qui revient à inscrire un qaarré dans un trian- 
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gle(6i).Dans ce cas , au lieu d'égaler à m l’expression de' 
HK, il faudra l'égaler à t, ce qui donnera 


te a — t t 



d'où l'on déduira . 

a a a 

t ' — 1 f ï « i • 

aa -f- a -f- a 

g 4 . Soit encore le problème suivant , déjà résolu 
au n° 74 : D'un point E , fig. 28 , placé comme on voudra , FIG. «s. 
mener une droite de manière que la partie D'F' de cette 
droite , interceptée entre deux lignes qui forment entr' elles 
un angle droit B AC' , soit dune grandeur donnée. 

Désignons par « et les coordonnées du pqint donné E; 
représentons par y — fi = — a (x — *) l’équation de la 
droite ED', menée par ce point. Pour obtenir la lon- 
gueur de D 1 F , il suffit de déterminer AD' et AF' , c’est- 
à-dire la valeur de f lorsque x=ro, et celle de x lorsque 
y = 0, hypothèses qui fournissent les équations 
y— j 3 = a«, — £= — a(x+-*) , 

desquelles on tire 

y— fi a* — AD' x~ = AF r ; 

et comme F'D' = V AD' *•+■ A F *, il en résulte 
— • 

Fiy=\ / / (fi 

* 

posant F' D’=m,e t élevant au quarré, p8ur faire dis— 
paroître le radical , il vient 

Cette équation étant développée et ordonnée par rap- 
port à la lettre a , se changera en 
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, , a fi , , m 1 a fi g* 

“ + T“ H ^ a *+ — a+~-o. 


et monte , comme on voit , au quatrième degré; mais si 
l’on fait £ =*, c’est-à-dire, si l’on prend le point E à 
égale distance des deux axes A Cet AB , elle devient 


a* -f- a a 3 -f- 


2**’ — m' 1 

a‘ + 2a + i=o, 

A 


et rentre dans l’équation (5) du n° ÿk , lorsqu’on change 
a en z et * en a. 

95. Faisons maintenant l’application des formules que 
nous avons trouvées pour la ligne droite, à la recherche- 
des principales propriétés du triangle. Prenons à cet effet 
deux points M et M‘,fig. 36 , formant avec l’origine A, 
un triangle quelconque; désignons les coordonnées du 

premier par * , £ , 

celles du second par. . . , $: 

les distances AM, AM' , MM' , qui forment les côtés de ce 
triangle , serdht , d’après le numéro $4 , exprimées res- 
pectivement par 

J 1 , ✓(•' -«)’+(*'— *)*• 

Si l’on fait AM=c, AM' =c' , MM' — c", on aura 
ces équations : * 

c 1 =«* + 0*- 

c *=<**+ £'* 

fl e'« + «*+0' , -.ajrU+0* 

et si on retranche la dernière de la somme des deux pre- 
mières, il viendra 

c* + c' 1 —c" 1 = a (««' fifiî) t 
d’où ... 



I 
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..■ +h - = ‘ 1 ±£ 


I % U 2 

: C 


Les équations des lignes AM et AM' seront 
R &' 

y — — x, y=~rx( 83 ); 

# cc 

le cosinus de l’angle qu’elles forment eutr’ellesaura, pour 
expression (89) , 


En faisant le rayon r 1 , comme celui des tables des 
sinus, et substituant à la place des quantités a 2 - f-j? 1 , 

c *_|_ c ' a c " 1 v 

«' * + fi' 2 , <* *'-f- leurs valeurs c', c *, , 

il viendra 


cos MAM' = 


c a -f c' a — c"* 


équation qui donne une relation entre les trois côtés du 
triangle MAM' et l’un de ses angles. Si l’on fait attention 
que l’angle M AM' est opposé au côté MM" c" , on 
sera convaincu qn’on*^oit avoir pour les angles AMM' , 
A M' M, respectivement opposés aux côtés A M 1 = c , 
AM—c, les équations * , ■ 

c a 4- c" a c * 

cos A MM' — — , 

ace 

c' » _L r" a r* ’ 

cos A M!M= + „ . 

ac c 


En désignant donc par y" , y' , y , les angles MAM', 
AMM' , AM'M, on obtiendra les trois équations sui- 
vantes : 
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C* -f- C * 2 CC cos y"= c Ua 

c* + c’ % — ncc cosy'—c* 
c *-f- c"* — 2c' c"cos y — c* 

Si l’on ajoute ensemble la première et la seconde de ces 
équations, puis la première et la troisième, puis la se- 
conde et la troisième , on obtiendra trois résultats qui 
deviendront respectivement divisibles par ac, 2c, 2c", 
lorsqu’on aura effacé les termes communs aux deux 
membres de chacun , et qui donneront ainsi 
c — c' cos — c" cos y' = o . 
c' — ccos>" — c"co&y=o V (B), 
c" — c cos y' — c cos y zz. o J 
Il est bon d’observer que ces équations s’obtiennent 
immédiatement en abaissant successivement de chaque 
angle du triangle , une perpendiculaire sur le côté op- 
posé, et en calculant les segmens de ce côté. 

On a dans la ligure i 4 

FIG. 14. BD— AB cos B, CDz^zACcosC 

BC=BD + CD = ABcosB +ACcos C. 

' Nommant B C= c, ABr=c‘ , AC=c" , et conservant 
les dénominations des angles, il viendra 

c=c cos y“-{- c"cos y' ouc — cfco&y" — c“ cosy' =o. 

*• • 

On parviendroit de même aux deux autres équations (B) ) 

96. Quoique ces équatioos*soient au nombre de trois , 
elles ne peuvent cependant faire connoître les côtés lors- 
que les trois angles sont donnés; car si on cherchoit 
les valeurs de c,c , c " , au moyen des expressions géné- 
rales des inconnues , déterminées par trois équations du 
premier degré, on trouveroit o , à cause que le terme 
connu manque. Mais ces mêmes équations se chan- 
gent en 


1 
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1 — p cos y" — q co« y'— o 
p — cos y"— q cos y = o 
q — cos y' — pcosy = o, 

lorsqu on fait — - = p, — =q,* elles donnent alors le 

rapport des côtés du triangle proposé, et il reste de plus 
une équation de condition , qu’on obtient en éliminant 
p et q. Cette équation est < 
i —cos y"* —cos > ' a — cos y a — 2 cos y " cos y' cos y = o ; 
et son premiersmembre est précisément le dénominateur 
commun des valeurs des inconnues e, c' , c ” , déduites 
des expressions générales citées plus haut. En égalant 
cette quantité à zéro, les valeurs des côtés c, c', c" 
deviennent» f , et les côtés demeurent par conséquent in- 
déterminés , comme le prouve la transformation opère* 
sur les équations (B). 

L’equation de condition , que l’on vient d’indiquer, 
renferme la relation que doivent avoir entre eux les 
trois angles y, y' et y*, pour que leur, somme soit 
égale à deux droits, ainsi que l’exige la nature du trian- 
gle rectiligne. Pour sien assurer , il faut , à l’aide des 
valeurs de sin(p±iq), cos( pdzq) (n), développer 
l'équation cos ( a<i — y" y ') = c »s y : on trouvera 
d’abord 

— cos ( y" -f- y') — cos y , 

en observant quesin 2 î=;o, et que cos ai — -L x • pu j s 
il viendra 

— cosy"côsy' -f-sin y"siny' = cosy, 

d’où 

cos y + cos y" cosy'rrzsin y" sin y' 

(«>sy +cosy 'coSy 0‘^iny '' a siny i -coay^Xi ~coay / «) > 

et après les réductions on retombera sur l’équation * 
ci-dessus. 

il esta propos de remarquer que les équation* (A) 
Trigonométrie- { 

/ » 

v. - 


t 
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sont, par rapport aux triangles rectilignes, ce que les 
équations (B) du numéro 44 sont à l’égard des triangles 
sphériques, et conduifoient, par de simples transforma- 
tions , aux formules de la résolution des premiers 
triangles. 

97 . Pour avoir l'aire du triangle MàM, il faudra , 
du pointé, abaisser une perpendiculaire AD sur le 
côté MM' qui, passant par les points M et M', dont les 
coordonnées sont respectivement * et fi , a et fi r , a pour 
équation (84) • 

&' — fi 

y—fi = - (x — *), 


ou 


fi'— t 




x’ fi — fi'» 


- En comparant cette dernière équation avec la formule 
y = a* + i, on trouvera 


fi' — fi 


b = 


»fi — P» 


ruais en observant que dans le numéro 86 , les lettres 
m et ‘fi désignent Jes coordonnées du point d’où part la 
perpendiculaire, coordonnées qui sont nulles dans le cas 
actuel , puisque ce point est l’origine , l’expression de la 
perpendiculaire se réduit à * 

—b » fi — $ » 


Vl+a* V{»' — — fi y' 

et mettant c" au lieu de V^»' — <*)* — fi)*, il 

Tiendra 

AD=dLz±JL. 

? i 

Avec cette valeur, on aura pour l’aire du triangle MAM' , 

MM' xAD r _x fi' — a fi 

— — «5 - — " ^ % 

2 2 

expression bien remarquable , en ce qu’elle donne l’aire 


j 
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de tous les triangles qui ont leur sommet au poiut A , au 
moyen des coordonnées des sommets des angles adjacens 
à leur base. 

On peut la changer en une autre qui ne dépende que 
des côtés. Pour cela, il faut multiplier entre elles les 
deux équations 


'4 


+ fl''=c'*, 


et retrancher du produit le quarré de 

idfi 

0*4- c'*— 


C* 4- c* — c* 

<r *' 4- flfl' — ; il viendra^ 


«*fl'*jy«*fl*—a«a {g £'=c*c'* — 

- • 'k 

prenant les racines quarrées , et réduisant tousses ternies 
du second membre au même dénominateur , on trouvera 

«fl' —a £ = { Vkc* c * — ( c* + c' a —c"* y, 
et l’aire du triangle M A M' aura pour expression 

• V 4c 1 c' a — (c 1 + c'“-t , ' i ) 1 . 
dont le développement s’accorde avec le résultat du n°Sc. 

t)B. Concevons maintenant un quatrième point M", 
dont les coordonnées soient fl", et représentons par 
d, d' , d", les distances A M", MM", M' M!', nous aurons 

fl"* — d * 

(«"—«)• -f 

+ ( a"— a' y = d*. 

En développant ces équations, et substituant dans les 
deux dernières , à la place des quantités a'*-yfl'* f 

«"*-{- fl"*, leurs valeurs c*, c' * et d*, on obtiendra 
c* 4 - d* — a C* a" 4- g fl") — d' * 
c *-\- d* — a («' fl") = d?*; 
si, pour abréger, on fait • • ' 

' c » d* — d * __ j c' k ±d* — d"* 


a 

on aura « 


■ = d‘, 


I a 
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Prenant dans ces équations la valeur de «" et celle de p , 
qui sont 


fi' d- fi d 


fi"= 


a d"~u'iF 


ITfi^T' " *fi‘-«'fi’ 

pour les mettre dans *"»+ ?'=*, et ayant égafd aux 
équations ** + fi* — ®*» *'’+ *';=*'*> °“ tr(S ^. e ” 

Remplaçant ensuite les quantités x* l +fifi' et — 
par leurs valeurs 

c * + c ‘*~ c * iV / c V i -Cc i +~c' , -c , 7, 

2 .. . 

obtenuésxi-dèssus , et remettant 

tl'» ç'.+ rf*— <T* 

* 2 5 2 ^ 

pour d,, d„, cette équation ne renfermera plus que les 

six distances 

JM, JM, MM, A M", MM", MM-, 

qui forment les quatre .côtés et les deux diagonales du 

quadrilatère AM MM". Quand les quatre côtes de ce 
quadrilatère et l’une de ses diagonales seront connus, 
on pourra trouver l’autre diagonale. 

qq. Si l’on vouloit déterminer le point M’ par les 
conditions que les trois distances A M*, MM", M M " 
fussent égales, ce point seroit alors le centre du cercfe 
circonscrit au triangle proposé , et l’on auroit 
d s= d! as d", 

ce qui donneroit 


d.=- 




l’équation (C.) deviendroit 

c » e '*_j. e ' *c 4 — ae* c' * (.**' -h fi fi) » fi~)\ 

rt . e réduiroità eiei>e „ ;=jG(J>5>| * 


. • 
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en mettant pour «<* sa valeur, et çn observant 

que si on désigne par S la surface du triangle AMM’, 


égale i 


.(97), ou aura 
(*£' — ct'fiy = iS\ 


Nous tirerons de là 


d — 


r // 

cc c 

~Ts~ 


expression très-simple du r«ïyon du cercle circonscrit au 

triangle proposé ; et en écrivant — et — au lieu de d t 

et d,, dans les -valeurs de «" et de j8", nous aurons les 
coordonnées du centre de ce cercle. 

IOO. Il ne sera pas plus difficilé de trouver les coor- 
données du centre du cercle inscrit, et le rayon de ce 
cercle. Dans ce cas, le point M",Jîg. 37 , se trouve au- FIG.sy. 
dedans du triangle, et dans une situation telle, que les 
perpendiculaires abaissé.eg de ce point sur chacun des 
côtés ^iVf, AM! f MM', sont égales entre elles. Pour 
exprimer analytiquement cette circonstance, il suffit de 
former les équations des trois lignes ci-dessus, et d’en 
déduire, par la formule du numéro 88, les longueurs 
des perpendiculaires menées du point M", dont les coor- 
données sont *" et Or , ces équations sont respective- 
ment 




p ' — fi 


* + 


ce 
ce S 


4 *( 83 ), 


- a P 


(84); 


1rs perpendiculaires abaissées sur chacune d’.elles auront 
pour expression 

13 
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a P" — g" /3 fi' 

V «* + /S* ’ / 3 ' 1 ’ 

( <*’ « ) |S" ( Æ’ jS ) «" -J- « yS* «'(3 

K(“'— «) J +(/3'-/3) 2 

et pourront s'écrire ainsi : 

et fi — et fi f ot fi — et fi 

c , c' 9 

—(«■*' - « w /8) — («T.— «T) + (« /T — «'/B ) 

• c" * 

en mettant ponr les radicaux leurs valeurs c, c, c". 

■ Si maintenant on se rappelle que la formule qui donne 
la perpendiculaire abaissée d’un point «ur une ligne , a 
été obtenue par une extraction de racine quarrée, et 
qu’elle est par conséquent susceptible d’être prise positi- 
vement ou négativement, on en conclura que chacune 
des expressions ci-dessus a deux valeurs. Pôur n’employer 
que celles qui sont positives, il faut observer que, d’après 
la figure , la ligne A HT s’écartant plus de l’axe clés 
abscisses A B que la ligne A M, et le point M" étant 
compris entre la première et la dernière , on doit aydir 


fi' fi 

/ / irf 

et et 


et 


tt" CL * 


ou , ce qui est la même chose , • 

**>«' 13 , 

d'où il suit que , pour donner une valeur positive , l’ex- 
pression de la seconde perpendiculaire doit être prise 
avec des signes contraires à ceux qu’elle a ci-dessus. 

De plus le point M" se trouvant au-dessous de la droite 
MM', dont l’équation est 


y—- 


p 


■ p , *p — «P 

~X -i ; — 


il faut que 
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a' — fl „ «' fi — «£' 

r< —, — - - + — T* — 

« — u, et — » * 

fl — fi’ . «fl' — «'/fl 
ou que /S*<- 7 - +-~ 


« — a 


' > 


ce qui donne 

« fi " — «0"<«"i3 — a'/S'-f- «tjS'— *0 

ou bien 

a /3"— *"/2 + «"/S* — «/fl'— *'£ : 

condition d’après laquelle l’expression de la troisième 
perpendiculaire est positive. 

Si d’après ces considérations, on fait 


V' « /» 

a /3 — « /3 

C 

V' .. />" 


// ft* * 

I et /S « /fl 


- 0/3"- «/3") - ( a" fi'- •'«') + (’/3'~ «'/fl ) ’ r 

? = e » 

et que l’on ajoute les produits e c , e'c', e'c", il viendra 
par les réductions, 

e c -f- e' c' + e'c" — te fi ' — a." fi. 

Cette équation est facile à vérifier, car les produits 
ec, e'c , e"c", expriment les aires des triangles AM"M, 
A WM', multipliées par 2 ; la somme de ces aires 

est égale à celle du triangle total AMM', qu’on a dé- 
signée par S, et on a , > 

n fi'— a.' fi— 25 ( 97 ). 

Lorsqu’on a e—e' — e", on obtient sur-le-cbamp 
_ 2 5 

c -}- c' -f* Q* * 

et quand c — c' = 0 ", il vient 


e -f • e' -f- e" — 


a 5 


La première de ces exprestioiÉ est celle du rayon du 

*' U 
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cercle inscrit; et la seconde nous fait voir que si Æun 
point quelconque pris dans l'intérieur dun' triangle équi- 
latéral , on abaisse une perpendiculaire sur chacun des 
côtés de ce triangle , la somme de ces trois lignes sera 
égale à sa hauteur , puisqu'en prenant le côté c pour 
base , et nommant h la hauteur, on a 

i— ïL 

a 

ce qui donne 

e + d e" = h. 

On pourroit tirer encore un grand nombre de consé- 
quences de la théorie que je viens d’exposer ; mais ce qui 
précède suffit pour cet ouvrage; et j’observerai qu’il existe 
pour les polygones rectilignes quelconques des équa- 
tions analogues aux équations (A) et (B) du numéro g5 , 
qui s’obtiennent de la même manière, et,gui conduiroient 
aux propriétésjde ces polygones, comme celles-ci mènent 
aux propriétés du triangle. Lagrange a donne , sur les 
pyramides , un Mémoire auquel ceci peut servir de pré- 
liminaire , et qu’on étendroit aux «polyèdres en faisant 
usage des formules rapportées dans le cinquième chapitre 
du premier volume de mon Traité du Calcul différentiel 
et du Calcul intégral. v 

loi. La combinaison de l’équation de la circonférence 
du cercle avec celle de la ligne droite , conduit aux * 
diverses propriétés qui résultent de la rencontre de ces 
lignes, et donne la solution de toutes les questions dans 
* lesquelles l'inconnue ne passe pas le second degré. 

Soient x % y 1 r 1 , y — ( x — « ), ces deux 

équations; les employer à la détermination de x<et de^’, 
ou les considérer corppe renfermant les mêmes incon- 
nues, c’est supposer que Us points auxquels appartien- 


•*. 
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nent les coordonnées x , y , sont situés en même temps 
sur la circonférence du cercle et sur la ligne droite pro- 
posées , c’est-à-dire , sont les intersections de ces lignes : 
et en général , il est évident que pour trouver les points 
de rencontre de deux lignes quelconques, il suffit de 
supposer que leurs équations ne contiennent que les 
** mêmes inconnues. . 

En chassant d’abord y par le moyen de sa valeur 
prise dans la première équation , on trouvera 
x * + (ax -f- fi — a»y = r 
Cette équation du second degré, étant développée, 
donnera deux valeurs pour x, parce qu’en effet la ligne 
droite doit rencontrer en général le cercle en deux points; 
roajs on peut arriver à des résultats plus simples , en {te- 
nant pour inconnue la distance du point dont les coor- 
données sont « (St #à l’un des points d’intersection de la 
droite et çiu cercle. Si l’on désigne <*ette distance par z, 
on aur%(841 

zz=V (* — «e) 1 -t- (y — li)‘, 

d’où l’on tirera 

** 

et mettant pour^ — fi sa valeur a(x — *), il viendra 
= •)*(!.{? a*), 

d’où l’on tirera 


(x— «) = 


ce qui donnera 


V î-f-a* ’ 


y — P = 


nz 


y »+«* 


X-=ct 


y^=fi + 


az 


V 1 +a‘ ' ' lA -f-a* 

Substituant ces dernières valeurs dans l'équation 
x* + y* = r*, on la changera en cette autre : 


I 
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•* + ; 


2 HZ 




V i + f a 2 
: • \ 

qui se réduit à 

2 (*+f:a) 


+ £151 = ra 

i+a» V'i +a J , »+«* 


z 4* *** -f- é 1 — f 1 =o , 


1 


1 + a* 

et qui fera d’abord connoître z, et ensuite x etjf, an"*" 
moyen des expressions précédentes. 

Il est visible que si le point E ,fig. 38, est celui c^ont 
les coordonnées sont * et fi, que MNM' et EM soient' 
le cercle et la droite proposés, a exprimera la tangente 
de l’angle EeB , et les deux valeurs de z' appartiendront 
aux droites EM et EM' . 

02 . On sait par la théorie des équations , que le der- 
nier terme est le produit de toutes les racines ; si donc 
on nomme z et z celles de l’équation c^-dessus , on aura 
z 4 ** =«*-}- j8*— r*, 

expression qui, ne dépendant point de la quantité a , 
demeurera la même , quelle que soit cette quantité , c’est- 
à-dire, quel que Soit l’angle EeB dont elle est la tan- 
gente ; et comme z et z" représentent les deux lignes ME 
et ME, il suit de là que le produit M’E X M E est le 
même pour toutes les lignes menées par le point E, ou, 
que si l’on tire une seconde sécante E rri , on aura 
EMX.E M ~ E m X E m’ , 
d’où il résulte que les sécantes EM 1 et Em sont réci- 
proquement proportionnelles à leurs parties extérieures 
EM et Em, ainsi qu’on le prouve dans les Elémens. 

Lorsque le point E est en dehors du cercle , on a 

«* + /S >rS 

puisque et* -}- fi* exprime le quarré de la distance du 
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point E au centre^; mais quand ce point est intérieur 
au cercle, comme le montre la figure ’3g, z et z" 
sont de signes différens , parce que le dernier terme 
+ .8* — r 1 devient négatif, à cause de «e 1 <T ï -1 . 
D’ailleurs, le produit E Mx E M demeure indépen- 
dant de l’inclinaisondelaligne.MM , ,parrapport à. AB; 
et en menant par le point £ une seconde corde m m , on 
a encore • 

E Six. EM =EmXEm , 

d’où il résulte , cpmme on le prouve dans lesElémens, 
que les cordes d’un même cercle se coupent en raison 
réciproque : et l’on voit que ce théorème et le précédent 
n’en font, .à proprement parler , qu’un seul, puisqu’ils 
se déduisent de la même équation. 

En tirant de l’équation 

2 f 


_ . „ ■ z-j-** + £*— -f* = o 

l^aleur de z, nous trouverons 

, — (a+^fQ+l/r’Ci-f-a 1 ) — (/3 — n « ) 

„ _ ■— Q-fgflQ — l/r 5 (i+fl') — (/3 — act) x 


V 1 + a 2 

telles sont les expressions des lignes E M et E3f . Elles 
peuvent être simplifiées en changeant les coordonnées, 
de manière que les abscisses x et « soient prises sur la 
droite qui joint le point E avec le centre .z/ du. cercle 
proposé, en partant toujours de ce point, et que les 
ordonnées y soient perpendiculaires à la droite dont H 
«’agit : ou aura alors 


FIG. 3s* 




» 

' J 


J 

l 
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t 

fi=fO, U. — JE, 

, — — a* ** 

V i -t- a* 

,» — « — V'V* ( | + ql ) — a * «t 1 ( 

’ ^ jt+ô 7 " . i ~ 

l’équation au cercle ne changera point , mais celle de la 
droite E M deviendra ' 

y =: a (a, — ce). , 

Jo5. En supposant que le point E' soit extérieur au 
cercle , on aura 


MM! —EM.' — EM = 2 ^ 1 ; 

V i 4 ■ 

mais il est visible que cette ligne diminue à mesure que 
la ligne EM , tournant autour du point E, tend à sortir 
du cercle , et que les points M et M‘ finissent par coïn- 
cider en N, lorsque cette ligne n’a plus avec le cercle 
qu’un simple contact. A ce point , on a donc MM' 
et par conséquent 

r 1 ( i + a * ) "*• a 1 a 1 = o t 


a: 


c’est-à-dire, l’expression 4e la tangente trigonométriqu? 
de l’angle que doit faire avec la ligne A E une ligne EN , 
menée par le point E , de manière à toucher Je' cercle. 

Nous venons donc de résoudre algébriquement ce 
problème : Mener par un point pris hors du cercle , une 
tangente à ce cercle. 

lo4. Les mêmes considérations nous serviront aussi à 
déterminer la tangente menée par un point pris sur la 
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circonférence du cercle; et pour plus de généralité, 
nous prendrons ce point d’une manière quelconque. En 
désignant toujours par « et £ ses coordonnées , nous 
aurons par Jequation du cercle à laquelle ces quantité# 
doivent satisfaire, 

•* + * *=ry 
ce qui réduira l’équation 

1 + -—=ZZ — + -{-/S 1 — r*-=Q 

■ Ki-fs 1 

, 2 (a -j -Sa) 

* + ; -z=o t 

Vi+« l 

et dans cet état , elle se décomposera en 

a ( * 4 -fia) , 

*— °» « 4- Y;- — ==fr æ o ; 

vi+a* 

ses deux racines seront done 

T »_ a ( * 4 * # a ) . 

V x + " 

la différence de ces valeurs, ou la longueur de la partie 

de la sécante comprise dans le cercle , sera 

> «. . 
a(i-f-fia) 1 . 

• Vl+B*’* 

Pour que cette quantité s’évanouisse, il faudra qu’on ait 


z =o 


«+|5«!ûô 0« • 


fi 


résultat qui s’accorde avec ce qu’on démontre dans les 
Elémens; car la droite menée pat le centre du cercle et 
par le point dont les coordonnées sont * et jS , ou le 
N â 

rayon AN, auroit pont équation y l’éqwr 

A fifi 
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ti on y — (î — a ( x — « ) devenant , par la valeur de a 

trouvée ci-dessus, .y — P — — (-^ — “) > représentera 

(9 % 

}a droite perpendiculaire à, ce rayon , et passant par" le 
point dont les coordonnées sont * et fi , c'est-à-dire , par 
son extrémité N. <• 

Si l’on vouloit connoître la distance de 1 origine A de» 
coordonnées, au point où la tangente N T rencontre 
l’axe des abscisses, il faudroit , dans l'équation. de cette 
tangente, fairey = o, ce qui donneroit 

« . ; :•>+#* r* 

—p=— — (*— *) 


et 


x = 


à cause de « 4 -f- P 1 = r 1 . 

Io5. Nous pouvons , par ce quiprécède, résoudre la 
question suivante : Trouver la position que doit avoir la 
ligne EM, menée par le point ‘donné E, pout que la 
partie MM' de cette ligne î, comprise dans le cercle , soit 
d’une grandeur désignée par m. Afin de parvenir à de» 
expressions plus simples , nous prendrons, connue à la 
fin du numéro x oa , la ligne AE pour axe des abscisses, et 
én égalant à m la différence des valeurs de a, Obtenues 
dans le numéro xo3, nous aurons 

a^r 1 ( x + — e 4 a 1 _ 

m = . = : > 

Vi + s 1 ” 

faisant disparoître les radicaux , il viendra 

m a (l + a 4 ) = 4r'(i -f- a 1 ) — 4 a 4 

d'où nous tirerons 

■V' 4r 4 — 1 -m* 

a — — . — J 

V 4 « 4 — 

substituant cette valeur dans y =a(x * ) , nous au- 
rons l’équation de la droite cherchée. « 
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Ce n’est encore là que la solution analytique du 
problème qui nous occupe ; il faut maintenant construire 
l’expression ci-dessus. Pour y parvenir, on observera 
d’abord que le numérateur V 4 r 1 — m a exprime le 
côté d’un triangle rectangle dont 2 r est l'hypoténuse, et 
et m le troisième côté. On donnera ensuite au dénomina- 
teur V\ a . 3 — 4 r * + m a la forme \/ 4 a 1 — ( 4 r* — m 1 ) , 

équivalente à l/V_(l /4 r\ — m* )*, et qui fait voir 
que ce dénominateur est aussi le côté d’un triangle rec- 
tangle ayant pour hypoténuse 2 <*, et pour troisième 

côté le radical V k r 1 — m 2 , ou le numérateur dont nous 
venons d'indiquer la construction. 

En désignant par q et par p les deux lignes qu’on ob- 
tiendra par ces opérations , nous aurons 



et l’équation yt=ia{x — «) deviendra 



Si dontf nous prenons sur AE, à partir dn point E, une 
distance EF=p , et que par l’autre extrémité de cette 
distance, nous élevions une" perpendiculaire F G = q , 
la droite qui joindra l'extrémité de cette perpendiculaire 
avec le point E, jouira de la propriété comprise dans 
l’énoncé de la question, puisque l’angle F E G aura pour’ 

. * . q FG 

tangente trigonometnquea = -=g-p. 

106. Il doit être évident, d'après ce qui précède, que 
les questions de géométrie peuvent être traitées par deux 
méthodes bien distinctes: l’une consiste à déterminer les 
équatioas des lignes qui contiennent les points cherchés. 
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en partant des propriétés de ces lignes; et l’autre, à dé- 
duire immédiaterrfent de la considération des triangles 
semblables et des triangles rectangles que présente la 
figure résultante du problème supposé résolu, en s’ai- 
dant même de quelque construction préparatoire, les 
relations des droites qui déterminent la position de cea 
points. 

La première de ces méthodes , quelquefois plus élé- 
gante que la seconde, est toujours plus générale ; niais 
la seconde est souvent plus simple ; et cela doit être , 
puisque par celle-ci on prend les choses de moins haut , 
et qu’on part de propriétés plus voisines de celles qu’on 
cherche à découvrir (*).» 

107. L’équation du premier degré ne nous a donné 
qu’une seule espèce de lignes , savoir la ligne droite ; noua 
avons trouvé que l’équation du cercle étoit du second 
degré ; mais son équation, que nous ayons obtenue dans 
le numéro 90, sous la forme la pim générale, n’est en- 
core qu’un cas particulier de celles du second degré, 
dont la formule est 

A y* - j- Bxy -}- Cx*-\-Dy-\-Ex = F. 

’V, 

11 nous resta donc à découvrir’ les courbes qui répon- 
dent aux autres cas de cette formule; nous observerons 
d’abord qu’on peut, sans en diminuer la généralise, 
l’écrire ainsi : 


(*) J’ai tracé la marche fécoade et uniforme de la première de ces 
méthodes dans la Préface de mon Traité da Calcul différentiel et 
du Calcul intégral ; et les lecteurs qui voudront en connoitrc plus 
particulièrement l'application , trouveront de quoi satisfaire leur goût 
dans le Recueil de diverses propositions de géométrie , etc. publié pat 
Poissant , professeur très-recommandable de l'Ecole Centrale du dé- 
partement da Lut. - 

•y a +. 
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E_ 

A 


. •' i45 


. , B C D t 

1 + -Â*y+A x +^y+ t *= x - 


A J ' A 
et faisant pour abréger 

°-b 

A~ b > 


B 

A = ° ’ 


B_ E 1 F 

A -*» Â~ d > A = *‘ 


il en résultera 

y* + a *y + £**+ cy -f- dx = e. 

Le moyen qui s’offre le premier pour déterminer les cir- 
constances du cours des courbes cherchées , c'est d’exa- 
miner la marche des valeurs de I ordopnée, par rapport 
à celles que Ion peut assigner aux abscisses, et pour 
cela de résoudre l'équation ci-dessus, par rapport à y. 
En opérant ainsi , on trouve 

V=—Hax+c)±{V'4(é—dx—.6P)+ {ax + cfl 
Développant la quantité qui est sous le radical, et 1 or- 
donnant par rapport à x, il viendra 

y — (ûe-j-c a ) — a (a ri - — a c jx — (4Z> — a'-‘)x % ' 

. a * 

l aisant pour abréger 

4e-fc“=p, a d — ac=n, 4Z- — 

on aura • .. ' 

y = — ^fst c -h ^ / P ~ 2nx ~^^ 7 

_ " 3 ' ‘ » 
On voit d’abord que la valeur de y est composée de deux 

parties , dont l'une, exprimée par -_ + c t est l' or - 

donnee d une ligne droite ayant pour équation 

1 n x ï c > et qui se construit en prenant sur 
Tn 3U deSS ° US de 4°, «ne partie 

-* u — x c, et menant par le point D une droite D E , fai- 
*ant du côté des x négatifs un angle DEA, dont la tan- 
Tngonçmétrie, ^ 


FIG. 
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gente soit égale à | a (83); en sorte que AP étant x 
, a x 4- c , 

P N sera — . Il est évident maintenant que pour 

avoir les points qui appartiennent à la courbe cherchée, 
il faut porter dans la direction de P N, tant au-dessus 
qu'au-dessous de la droite ED, des parties NM et NM' 
égales à 

p — jnx — mx*, , 

puisqu’on aura par ce moyen, 

PM — j(ûx-fc) -f- { V p — 2 sx — DIX*, 
PM — — ;( aI +c) — i^p — an x — m x*. 

La droite D E jouit ainsi de la propriété remarquable 
de partager en deux parties égales les lignes menées pa- 
rallèlement à, A C, entre deux points de la courbe cher- 
chée , et c’est pour cçla qu’on lui a donné le nom de 
diamètre ; mais il y a cette différence ertre la ligne D E 
et les diamètres du cercle, que ceux-ci rencontrent à 
angle droit toutes les lignes qu’ils divisent en deux partie* 
égalés, tandis que la première le fait obliquement: ce- 
pendant nous montrerons bientôt que ces deux circons- 
tances dérivent d’une même loi. „ 


Io8. L’équation ci-dessus se simplifieroit beaucoup 
en prenant pour ordonnées les droites NM et NM ' , 
c’est-à-dire en faisant 


y + 

il viendroit alors 


ax -{- c 
u 



u — dz \V p — a nx — mx 1 ; 
mais les abscisses A P ne seroient pins comptées sur la 
ligne de laquelle partent les ordonnées. Pour les rame- 
ner à cet état, il faut les prendre sur le diamètre JJ E ; 






\ 
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+ Jt * 

c’est ce qu’on effectuera en posant D N=f, et en obser- 
vant que siTon tire D G parallèle à A B, on aura 

D G ~ D N cos Dz=zt cos D. 

L'angle D est le même que l’angle E , dont la tangente 


X • I «g • j 

est - a; son cosinus est — — - 

Vi + '-a* 1/4+ a» 

puisque A P z=zD G , il en résultera 

, , 2 1 

•3- , — • — — ou x=yt 

+ «V ' 7 ’ 

en faisant , pour abréger , 


(28): et 


V/4 + a a 


La valeur de x étant mise dans celle de u, on trouve 
1 équation 

u~dz±\/p — uny L — my* 

) qui doit exister entre t et u, ou entre les droites D Net 
ÎVAf, pour chaque point de la courbe, et qoi est par 
conséquent son équation rapportée aux coordonnée» 
DN et NM. Celle-ci , quoique plus simple que 

y 1 + a xy + bx* + cy + dx = e, 
est aussi générale, puisque les transformations que nous 
avons effectuées jusqu’ici n’opt intrôduit aucune con- 
dition particulière. 

L’expression de u étant affectée en général d’un radi. 
cal du second degré, ne sauroit avoir de valeur réelle 
qu’autant que la quantité p — anyt—my't 1 sera po- 
sitive. L’examen de cette circonstance présente plusieurs 
cas que nous discuterons successivement. 

■»» 

109. Lorsque la quantité que nous avons désignée 

Ka 


• « 
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par m (107) sera positive, on mettra l'expression 
p — 2 nyt — my * t* sous la forme 

\ m y m y ) 

et l’on n’aura plus à considérer que celle-ci : 

. . P 


2 n 


■ t — t *. 
m y 1 m y • 

Les valeurs de iqui la rendront positive ou qui donneront 




2 n 


t>t\ 


my* my 

seront nécessairement moindres que celles quij^atisfont à 
P 


un 


my* my 


*==/*, 




ou à 


an p 

t ^=0. 

my my 2 


En résolvant cette équation , on obtient 
n 

xy 


t = — ± \/ P \ ^ 

m 7 K my* m lr \ 


e= — — ( — nrtt/nm-f- n 1 ). 
my 

Lorsque ces valeurs ont lieu , celles de u sont nulles : 
il suit de-)à qu’elles indiquent les points où la courbe 
rencontre le diamètre DE. Pour trouver ce 3 points, il 
faut prendre sur DE, du côté négatif, une partie D O 

égale à — — — , puis porter sur la même ligne , de chaque 
my u 

côté du point 0, des distances 01 et 0 l' t égale* 4 

— l/p m 4 - n 2 ; car on aura 

my 
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1^9 


— — 

+ 

m y 

m y 

TL 

i 

my 

my 

points I et V, Ta qi 

P 

2TI 

— t. 


my 1 my 

k 

devenant négative, les ordonnées u seront imaginaires, 
la courbe n’aura aucun point correspondant aux abscisses 
plus grandes', que DI et D V ; elle sera donc renfermée 
dans l’espace compris entre les lignes IH et l'H‘ nieuées ' 
parles points I et V parallèlement aux ordonnées. 

Le'*point 0, correspondant à l'abscisse D 0, et qui 
partage l'espace II' ou le diamètre, en deux parties égales, 
a reçu à cause de cette propriété , le nom de centre . , 

Si l’on y transporte l’origine des abscisses, on fera 
disparoître dans l’expression de' u le terme multiplié par 
la première puissance de t , ce qui simplifiera encore 
cette expression. En effet, on aura 

n 


DN— ON — D 0 = C N' 


my 


et représentant ON par s, il en résultera 


m y 


*=±i| / my*\-M~-ZL(s t 

’V, ' [my 1 ra>^ my J \ my J J 

Cette dernière expression de u , développée et réduite 
revient à 

Maintenant, si , pour abréger , nous faisons 


K3 
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p m + n 1 

m 1 y 1 


-A\ 


nous aurons enfin 


u — ±.\\/my' (A*—, s‘)r={Vmy' .V A - — #?. 

Le degré de simplicité de cette équation est tel , qu’i! 
est facile de la construire et d’en déduire la forme de la. 
courbe qu’elle représente. En effet, si l’on prehd A pour 
le rayon d’un cercle ayant son centre au point O, jpour 

l’abscisse , le facteur V' A 1 — s 1 exprimera l’ordonnée de 
ce cercle, élevée perpendiculairement à 01. A l’égard 
du facteur m y *, il ne doit représenter qu’un rapport^ 
si l'on veut avoir égard à l'homogénéité des exprès- 

sions ( 67 ); nous le représenterons donc par —, et nous 
aurons par conséquent 



t,, . rnp+n 

& ~ •' 1 > 

4 m 


* d’où nous tirerons 

u — ± A x — f a . 

A 

Kous voyons ainsi que l'ordonnée NM s’obtiendra en 
cherchant le quatrième terme de la proportion 

A: Br. [/A 1 — s 1 : u. 

Lorsqu'on aura déterminé la grandeur de u , on la por- 
tera le long de la ligne MM \ tant au-dessus qu’au-des- 
eous de D E , à cause du signe ±. 

Il est évident que la courbe résultante de cette cons- 
truction sera fermée comme le cercle , et ne s’étendra que 
dans l’espace compris depuis s~A jusqu’à J — — A, 
puisqu’au-delà de ces limites, le" radical ou l’ordonnée du 
cercle sera imaginaire. 


Digitized by Google 



: 

A LA &ÉOÏÉTRÏE. 1^>I 

La plus grande vale'ur que puisse avoir l’ordonnée u, 
est visiblement celle qui répond au point 0,'pour lequel 
$=o; on a dans ce cas 

u = ±B : 

prenant donc les droites O L et O L égales à B , les points 
L et L ! seront les limites de la courbe dans le sens de ses 
ordonnées, comme les points I et V le sont dans celui 
des abscisses. 

I IO. Il est important de remarquer que si la quantité 
représentée par^* étoit négative, le radical \/ A ~ — s 2 
demeureroit toujours imaginaire, et 1 équation proposée 
ne sauroit exprimer alors aucune ligne. En remontant à 

la valeur de A *, qui est P "* on verra quelle seroit 

^ m l y 

négative si ’p étoit affecté du signe — , et qu on eut en 
même temps p m > n*. 

B 

Si l’on avoit alorspncrrn 1 , l’équation u— — V A 2 — s* » 
se réduisant à ‘ 

u — W/mÿ .V —s 1 = J -y sV — m , 

# , * 

puisque = i ÿm y 1 (109) , on y satisferoit en faisant 

u = o , s = 0; on peut dire par conséquent que , 
dans ce cas, la courbe se réduit au seul point O , où 
u — o , s = o, et que ce point est la limite vers laquelle 
tendent, à mesure que les diamètres II' et ht! diminuent, 
les courbes données par l'équation ci-dessus. 

En élevant au quarré les deux membres de l’ équation 


u = rfcf 
elle se change ea 


pm n J 

m* > a 


■M 
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i . ( p m + n* \ 
u* = j m ■>* ( - ■ — j 1 I 

* \ m *y J 

et en 4 mu * + Y 1 J* — p>» — n 1 =o. 

Lorsque p est négatif elle devient 

4/ratt 1 -j- -j- pm — w*r=o; 

et quand pm^>n son premier membre étant la somme 
de trois quantités essentiellement positives, puisqu'on sup- 
pose que m est aussi positive, ne peut devenir nul que 
dans le cas où t on auroit séparément les trois équations 
4 m u* = o , m'y's' — o, p m — n’=o. 

On peut satisfaire aux deux premières en faisant a=o, 
j = o; mais la dernière exprime une condition sans 
laquelle la proposée est tout-à-fait absurde 

Ht. Supposons à présent que m soit négative; la 
quantité^ — an y t — my* t 1 deviendra 

p — inyt+my* t* ~my* 


my* my 


t + t 


1 = 


2 Tl 


on fera disparoître le terme — t , en prenant 

my 

n . n 

t — s + — ; et la quantité — — , qui représente DO t 

VlG.41.Jig- 41 * ayant ici le signe 4- , se portera sur la partie DF, 
afFectée aux abscisses positives, ün aura ainsi le centre C, 
et l’équation proposée deviendra 


I / /pm — n 1 \ 

“ =±| l/ (w +i ’J ! ,. rs , 

pm — n 1 . . , . . , 

posant - — - — — <=.-±.A*, selon que la quantitepm — n* 

sera positive ou négative , et faisant toujours ~my*~ 


B* 


on obtiendra 
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■* 


D • 

u — ± —[/s 2 ztA 2 . 

A 

\ 

Cette équation paroît renfermer deux cas distincts; 
elle n’en contient cependant qu’un seul; car si on élève 
ses deux membres au quarré , on en déduira 

• B 1 

u l = ( s 1 ± A} ) , 

A 1 

d’où A 1 u l — B 1 s 1 = A 1 B 1 , 

B 1 s 1 — A l u l = A 1 B 1 . 

Ces deux dernières ne diffèrent l’une de l’autre que parce 
que dans la seconde , A et u tiennent la place qu’occupent 
B et s dans la première, et réciproquement; il suflit donc 
d'examiner ce que signifie l’une d’elles. 

Considérons en particulier la seconde : on en tire 

B / — . 

u —± —Vs 1 '—A l> 

A \ 

l’ordonnée u se construit en cherchant une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes 

A, B et V's'— A\ 

La dernière est une moyenne proportionnelle entre 
s — A et s A , .et ne se trouve* réelle qu’autant que 
s^> A. La courbe cherchée n’a donc, depuis s — o jus- 
qu’à s — + A , et depuis $ — o jusqu’à s — — A, aucune 
ordonnée réelle; et comme s = A et s = — A donnent 
également u — o, il en résulte que cette courbe ren- 
contre le diamètre D E aux points I et 1', où se terminent 
les abscisses 01 et 01' égales à A , mais qu’elle ne 
s’étend point entre les droites IH et VH'. 

Au-delà des points I et 1' , on a s^>A, soit positive- 
ment, soit négativement, l’ordonnée u augmente sans 
cesse; rien ne limite la grandeur à laquelle elle peut 




\ 
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atteindre. D’après ces considérations , il est visible qne 
Je cours de la courbe est pareil à celui des lignes K I £- „ 
K'I'k' , séparées par l'intervalle IV, et dont les branches 
J K et Ik, V K' et Vh' , s’étendent à l’infini. 

Si nous considérions cette courbe par rapport à la 
droite LL', c’est-à-dire en prenant xi pour l’abscisse , et 
s pour l’ordonnée , son équation donneroit 

A . — 

s = ± — i/u* + B\ 

Dans cette forme , s ne sauroit devenir moindre qne 01 
et O l , et la courbe ne rencontre point son diamètre LL.' . 

II est évident par-là que l’équation 

» .A'u' — B's' — A'B*, 

conduisant aussi à 

' . . . B , 

n = rh-jVV--M% 

A t 

doit appartenir à une courbe QLq, Q'L r q * delà même 
espèce que K I k, K'I'k, mais tournée par rapport au 
diamètre LL des u; comme celle-ci l’est par rapport au 
diamètre IV des s. 

, / 

1 12. Si l’on avoit A=o ou p trt — n* = o (tu ) , 
l’expression de u se réduiroit à u — ; V my % s*, et 
donneroit les deux équations distinctes 

u = { y sVTn , 1 u — — x 

qui ne représentent que deux lignes droites menées par 
le point 0. Four les construire on prendra à volonté une 
abscisse ORj il viendra / ' 

* ’ u = ±.{OR.yV r üi, 
et portant ces valeurs de H en S et etf S* i on tirera O S et 
OS' , qui seront les droites demandées. 
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Comparons à ces droites fa courbe K IL' , en prenant 
pour une abscisse quelconque ON = S , la différence 
MV des ordonnées correspondantes NM et JVf . La pre- 
mière étant exprimée par ... 

4 [/my* . Vs'—A 1 ou zysVm^y/ 1 ~~T > 

et la seconde par 

4 7 s m , 


nous aurons 


MV=\ysV r m — kysŸm.y / 1 "T 

=47*1^ |i — — 7 ^}- 
■ / 4 a 

La différence î — J/' î — ^-devient plus facile à ap- 

■ / Â* 

précier lorsqu’on développe l’expression J/ i — — : 
or la racine du premier terme î , étant î , on fera 

[/'-ir = 1 + z 


et on aura 


— =i-f az + z*; 


mais plus on supposera s considérable, plus la fraction 
A* 

» — sera petite, et moins la racine î + z différera de 

l’unité. En négligeant donc , suivant la méthode donnée 
en Algèbre, n° ai5 , z a dans l’équation ci-dessus, on 
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Pour approcher ensuite davantage de cette va- 
A a 

leur, on fera z=z J- z', et on calculera sembla- 


2 S Â 


Ai 


blement z' , qu’on trouvera — — et ajnside suite (*). Ou 
trouvera donc 


MV=i„V^ { ■ - > + ”7+|S + & c } 


d’où on voit que plus s augmentera, plus M V diminuera, 
mais «ms pouvoir jamais devenir nulle. 

Il suit de-là que plus la courbe s’éloigne du point O t 
plus elle s’approche des droites OS et OS', sans néanmoins 
pouvoir les rencontrer ; en sorte que ces droites sont les 
limites des parties Klk et K'ï k' de la courbe proposée, 
qui ne peuvent jamais sortir de l’angle S OS', et de sou 
opposé au sommet. 

1 13 . Il ne nous reste plus à examiner que le cas où 
m = o , dans lequel on a simplement 

<£ u~±±V / p — znyt. 

On réduit la quantité qui est sous le radical à un seul 
terme, en faisant 
P 

un y 

on a par ce moyen , 

u=dz~V'2ny s ou u = ±\/ Cs, f 


p 

— t=s ou t — — 

un y 


s-, 


— «a- 


{*) On peut aussi tirer ce développement de la formule du. bi- 
nôme. 


t 

* 


en représentant { n y par C. On voit aisément que cette 
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équation donne u=o en même temps quas = o, et 
que par conséquent le point du diamètre DE,Jig. 42 , p 1G 
sur lequel on a pris l’origine des s, appartient à la courbe 
cherchée. Pour trouver ce point il faut faire s = o dans 
léquation 

» ■ . any 

n 

posée ci-dessus; on trouve t: 


- -, et en portant cet ta 
any 

quantité sur DE du côté des abscisses positives, on aura 
le point I, où la courbe proposée rencontre D B. 

Si la quantité C est positive , on ne pourra prendre s 
que positivement; mais rieü ne limitera sa grandeur, 
non plus que celle de u, en sorte que la courbe doit 
s’étendre à l'infini de ce côté seulement , ainsi que le 
marque la ligne Rlr. Elle seroit tournée du côté opposé 
si C étoit négatif, parce qu’il faudroit alors prendre s 
négativement. 

L’équation u = ±V'Cs se construit en prenant une 
moyenne proportionnelle entre l’abscisse I N= s et une 
droite égale à C\ le résultat est l’ordonnée NM, qu’il 
faut, ici comme dans les cas précédées, porter tant au- 
dessus de DE qu’au-dessous. 

ïl4. L’équation générale du second degré, à deux 
indéterminées, ne nous fournit donc que ces trois formes: 


±~V A x 

ai r 


I ou, en faisant 


— 7ï> «^Paraître 
A | les radicaux , 

uc=±. V Cs 


1 


A 1 u x + B x s x z=A x L x 

\B x s x —A x u x ~A x B x 
u x = Cs, 


selon que m est positive, ou négative, ou nulle; elles 
répoudent , dans l'équation 
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y* + axy + b x 1 ^ cy dx—e, 
aux cas où la quantité 4 \b — » a® est positive , négative , 
ou nulle; elles sont comprises aussi dans la seule éqiia-*' 

tion u~±\V p — an> l — 

Les courbes représentées par la première , qui rentrent 
sur elles-mêmes et qui comprennent un espace fermé de 
toutes parts (109) , sont désignées sous le nom d ellipses. 
Celles que donne la seconde , composée de quatre bran- 
ches infinies formant deux parties séparées (111), se 
nomment hyperboles, et les droites entre lesquelles elles 
sont renfermées ( 112), asymptôtes. Enfin la troisième 
équation est celle des paraboles (n3). ■ 

1 15. Chacune de ces équationsparoît réduiteàla forme 
la plus simple; mais les coordonnées n’y sont pas per- 
pendiculaires entre elles comme dans les équations de là 
ligne droite et du cercle dont nous avons fait usage jusqu’à 
présent : cependant la situation des ordonnées est liée 
à celle des abscisses par la condition que les premières 
sont parallèles à la droite qui touche la courbe à l’extré- 
mité de son diamètre. Pour s’en convaincre , il suffit 
d’observer que les points M et 40, 4i et ka , se 

confondent en un seul au point i, circonstance qui forme 
le caractère essentiel des points de contact (io3). En 
« effet, la somme des deux ordonnées , ou la distance des 

25 

points M et M , étant exprimée par — — V A* — s 1 pour 

l’ellipse, par — A 1 pour l’hyperbole, et enfin 

par 2 Vhs pour la parabole, devient nulle au point 
oùl’ona sz=zA pour les deuxpremières courbes, et5=o 
pour la troisième. 

L’équatiôn des ellipses étant symétrique par rap— 
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port aux deux indéterminées s et u , de manière que l'ex- 
pression de s en u a la même forme quenelle de uen s, on 
pourroit prendre aussi les u pour abscisses , et lés 5 pour 
ordonnées, et on verroit que le diamètre II' , fig. 40, FIG. 40. 
est lur-même parallèle à la tangente menée par le point L. 

Les droites IV et LL jouissant toutes deux des mêmes 
propriétés , se nomment pour cette raison diamètres con- 
jugués. 11 est évident que dans le cercle , lès diamètres 
conjugué* doivent être perpendiculaires entre eux , 
puisque la tangente menée à l’extrémité d’un diamètre 
quelconque lui est perpendiculaire : le nombre des dia- 
mètres qui jouissent de cette propriété e§t infini pour te 
. cercle. 11 n’en est pas de même de l’ellipse ; mais quoique , 
pour cette courbe, l’analyse précédente ne nous ait fait 
découvrir que deux diamètres conjugués , se coupant 
obliquement, elle en a néanmoins toujours deux qui se 
rencontrent à angle droit, ainsi que nous le prouverons 
plus bas. 

Si- l’on rapproche ce que nous venons de faire sur 
l’équation générale du second ordre, de ce qu’on a vu 
dans les numéros 83 et 90 pour la ligne droite et pour lé 
cercle , on reconnoîtra que l'équation d une même ligne 
prend des formes très-difféi entes, suivant les coordon- 
nées auxquelles on la rapporte. Il peut donç être utile de 
«avoir changer ces coordonnées, afin de pouvoir passet 
à celles qui donnent pour la ligne proposée, l'équation 
la plus simple : nous allons chercher en conséquence les 
formules générales pour changer les coordonnées d’une 
courbe en d’autres situées d'une manière quelconque , 
tant par rapport aux premières qu’entre elles. 

1x6. X>e plus grand changement qu’on puisse appor- 
ter dans le svstême des coordonnées , sans cesser de les 
prendre droites et respectivement parallèles à deux lignes 
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Telles sont les valeurs les plus générales «Jue puissent 
prendre les coordonnées x et y, faisant entre elles un 
angle quelconque , lorsqu’on les exprime par d’autres 
coordonnées du même genre , mais situées comme on 
voudra. Voyons maintenant comment on en déduit celles 
qui conviennent aux différens cas particuliers qui peu- 
vent se présenter. 

i°. Si on supposoit les nouvelles coordonnées paral- 
lèles aux premières j et qu’onne fît que changer la posi- 
tion de l’origine, les lignes A"' C' et À"C se confon- v 
droient, ainsi que^"'jB'' et A!“S ; on auroit par consé- 
quent 

m = ij n=«, p=o, et - q=^i i 
et il en résulteroit 

x = t + a, y — u + b, 

ce qu’il est facile de voir à priori , puisqu’alors À" P" et 
A"' P' se confondroient, ainsi (jue P'M et P'M. 

En égalant à zéro ou a ou b , on conservera dans sa 
place ou l’axe AC , ou l’axe A Bi 

fl°. Si on ne vouloit changer que la direction des axes 
AB et AC, et qu’on laissât toujours l’origine au point 
A , les lignes A" 1 B' et À ' C' tombant dans ce cas sur A B 
et sur AC, on auroit en même temps 

o = o et b = o , 
èe qui donneroit 

x=mt -f- p il, y=xnt-{- qu. 

On voit qu’en supposant m = 1 et n= o , d’où il résul- 
teroit x = t-\-pu,y = qu, on feroit coïncider la ligne 
A'" B" avec A"' B', et que par conséquent on n’auroit 
changé que la direction de l’ordonnée ; on prouveroit de 
même que x = m f et = n t -j- u sont les Valeurs de x 

Trigonométrie* L 
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et de y, relatives au changement de la direction des 

abscisses. 

J « ' 

117. Il faut observer qu’il y a entre les quantités m , 
n,p et q, qui dépendent de la direction des nouvelles 
coordonnées , une relation nécessaire , en sorte qu’on ne 
peut les prendre toutes les quatre arbitrairemement ; car 
si , cpnnoissant l'angle des axes primitifs A" B' et A‘"C 
on se donnoit encore les angles B' A" B' et C A" B', la 
position des nouveaux axes Â"B‘ etA'''C seroit entiè- 
rement déterminée par ces trois choses. Lorsqu’on pas- 
eera d’un système connu de coordonnées à un autre sys- 
tème également connu, les quantités m, n, p et q, cal- 
culées suivant leurs définitions auront entre elles la 
relation dont on vient de parler; mais il suit de ce qui 
précède, que la position de l’origine étant donnée, on 
ne peut déterminer la direction des nouveaux axes, de 
manière à satisfaire à plus deux de conditions differentes , 

, . ; l*‘ 

et que dans les expressions x = m t -}- p u -f- a, 
y — n t + qu. -j- b, les quantités x et y , t et u, ne sau- 
roient être les coordonnées d’un même point relative- 
ment à deux systèmes de coordonnées droites et paral- 
lèles, tant que m , n, p et q seront quelconques. Voici 
un moyen très-simple de trouver la relation qui doit 
exister entre ces quantités. 

Si on mène par le point M les droites MG et MH , 
respectivement perpendiculaires kA'B' et A" B", et 
qu’on suppose connus les angles MP' B' = C'A"' B' et 
M P" B" = C'A"' B", on aura le rapport de P'M à P' G , 
et celui de P"Mk CH. Nommant g le premier, et A le 
second , il en résultera 

P'G = P'MXg et P" H= P" Mxh\ 
tirant ensuite A" M, et représentant.^'"?' et P'M par 


ogle 


Di 
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x'et^', les triangles obliquangles A"' P'M et A"' P"M 
donneront 

Â 7 r M*=J / ‘ P “IM’+si" P'xFfcr'^y^sgjy 
A" iVl t =A" , P" % +T^ t +iA" , P">(F F G-— t» -f- u> + a A t a. 

En égalant ces deux expressions de il viendra 

*'• +y'* + 2 g x' y' = t* -f- U* -f 2 h t u; 
mettant pour x' et leurs valeurs mt-\-pu et nt-j- qu, 
on aura 

Ç.'n z -t-n 1 •*-amng)L i +(j) !1 +q*-*-2pq<r)u. i +2(mp+nq+g(np+mq)')tu 
— t* -}- u*+ % h tu. 

Cette équation devant avoir lieu , quelle que soit la posi- 
tion du point M, il faut qu’elle se vérifie toujours indé- 
pendamment de t et de u, condition qui donne les trois 
équations 

m, + n‘ + 2 n^=i, p*+ q* -\-apqg=i , 

mp + nq + (np + mq)g=h. 

En chassant g des deux premières, le résultat 

(m'-f n 1 )^ — (p* q“) mn=pq — mn, 

• '? * • . * : ‘ * % ' 

exprimera les conditions auxquelles doivent satisfaire 

les quantités m, n , p et q. 

On suppose le plus souvent que les nouvelles coor- 
données u et f se rencontrent à angle droit* ainsi que les 
premières ; dans ce cas, les équations ci-dessus se simpli- 
fient beaucoup. Les angles MP ! B' et MP" B" devenant 
droits, P' G ou gy’ et P" H ou. hu, s’évanouissent; en 
sorte qu’on a seulement 


m* -f- n“ = 1 , 

P* + <?— » f 
m p -f-72 o — o » 

d’où on tire 


La 
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77t a = i — n“, p*=\ — q 1 , 

m*p* = 1 — n 1 — < 7 * -{- n 1 q* 
et à cause de ma = — nq , il vient 
n> + q*=i. 

Comparant ce-résultat avec l'équation on 

trouve q = m , ce qui donne /> = — « ; on a donc 
enfin 

x’ — mt — nu, y'— nt mu, 
en observant que les quantités metn dépendent l’une de 
• l’autre, en vertu de l’équation m*-f-n a =: i. 

FIG. 44. La figure 44, construite pour ce cas particulier, fait 
voir que m est le cosinus de l’angle B' Aï' B ", que n en 
est le sinus , et qu’on a 

A‘"P'=A‘" R — P"Qi=mt — nu, 

P' M — P" R -f- QM = n t -(- mu , 

\ 

comme nous venons de le trouver (*). * 

Pour changer à-la-fois, dans ce cas , l’origine des coor- 
données et la direction de leurs axes , il faudra donc 

x — mi — y ~nt -f- mu -f- h (nfi), 
en ayant égard à l’équation 


(■*) Rien ne serolt plus aisé que de changer, non-seulement ici , 
mais encore dans tout ce qui précède, les dénominations des lettres 
m., n ,p et q , en sinus ou cosinus des angles compris entre les axes 
des coordonnées ; et on aurqit alors les formules rapportées dans plu. 
slenrs ouvrages , qu’on a publiés après Us premières éditions de celui - 
ci ; mais la notation que j’ai adoptée, abrège les expressions, et con- 
serve mieux l'élégance analytique. C’est sans doute par cette raison 
que Lagrange et Monge ont généralement préféré , dans les transfor- 
mations de coordonnées , que renferment leurs écrits, de simples dé- 
nominations littérales, aux lignes trigonométriques, que d'ailleurs 
Euler avoit introduites dans ces calculs dès 1748. 
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et on ne pourra disposer alors que de trois quantités, 
savoir : a, J et l’une des quantités m et n. 

118. Voyons maintenant quelles simplifications on 
peut apporter à l’équation générale 

Ay'+Bxy+Cx x -\-Dy + Ex=F, (1) 

par le moyen de la transformation des coordonnées, 
en ne cessant pas de les prendre perpendiculaires entra 
elles. 

Si on substitue au lieu dex et dey, les expressions gé- 
nérales du n° précédent, on pourra, au moyen des trois 
quantités indéterminées qu’elles renferment, satisfaire à 
trois conditions; et, si on s’en sert pour faire disparoître 
les trois termes dans lesquels les nouvelles coordon- 
nées se trouveront chacune au premier degré, savoir: 
ceux qui seront affectés de ut, de t et de », en égalant 
à zéro leurs eoelficiens, on obtiendra une équation de 
la forme 

-f fi t' •= y, 

semblable aux deux premières du n° n 4 . Cette forme 
est remarquable, t°. en ce que les deux valeurs de u étant 
égales entr "elles , et désignés différens,il s’ensuit que 
l’axe des nouvelles abcissestest un diamètre ("*07}; a^en 
ce que chaque valeur de t , prise positivement et négati- 
vement, donnant les mêmes valeurs pour m, il en résulte 
que l’origine des f, placée sur lemilieu.du diamètre, est 
le centre de la courbe (109). 

Le calcul devient plus simple, lorsqu’au lien d’effectuer 
en même temps, par les formules générales,les change- 
mens d’origine et de direction des coordonnées, on trans- 
porte d’abord les axes parallèlement à eux-mêmes ; pour 

L 3 
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cela, mettons dans l’équation ci-dessus x + a au liea 
de x, et y' -j- b au lieu de y : elle deviendra alors 

Ay^ + Bx'y'+Cx' 1 ) 

4- ( a Ab-\- B a 4- D)y' -f ( 2 Ca 4 - Bb 4 * E) x> v (a). 
+ 4b' + Bab+ Ca 1 + Db +Ea~F } 

Les quantités a et b étant arbitraires, nous pouvons les 
déterminer de manière à faire disparoître, de ce résultat, 
les termes qui contiennent x et y', séparément à la pre- 
mière puissance : en égalant leur coefficient à zéro , on 
aura 

aAb-±-Ba-\-D = o, aC a A~Bb + E = o, (3); 

il ne restera plus dans l’équation ( 2 ) que les termes af- 
fectés de x' 1 , x ’y >y *> et les termes indépendans de x' et 
de y. Ces derniers se réduisent à l’aide des équations (3). 
En effet, multipliant la première par b, la seconde par a , 
et retranchant leur somme de l’équation (a), après y 
avoir supprimé les termes qui doivent s’évanouir , il 
yiendra 

A y' 1 4-J3x'/ 4- Cx' l —A b % — B a b—C a 1 = F. (4) 

Plaçons à présent les ayes des coordonnées dans une 
nouvelle direction, mais toujours à angle droit, en pre- 
nant (n°. précéd. ). 

x' = mt — nu, 
y = nt + mu. 

Nous pouvons faire disparoître encore un terme de 
l’équation (4) » parc* que n’ayant entre les quantités m 
et n que l’équation 4" = 1 , il en restera une à dé- 

terminer. La substitution des yaleuts ci-dessus étant 
fectuée ,on aura 
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Ain * — B m n -f- C n 1- ] u % 

— C) m n -f- B ( m" — u t 
-f-| mn -f- 
— Ab % — B ab — Ca l = F 
en posant 1 équation 

a( A — C) m n -j- B( m l -~n l )= o, 

le terme multiplié par t u s’évanouit j et si , pour abréger , 
on fait 

Am 1 — Bmn -f- Cn' — *, 

An 1 Bmn Cm l z=fi, 

F + Ab* -{■ B ab -}-Cà L =y, 
il viendra * u 1 -f fi F = y , d’où on tirera 



i°. Si les quantités te,/ 3 ,y , sont toutes trois de même 
signe, cette équation rentrera dans l’équation 

u = ±~\/A x — ?> 

A 

rapportée dans le numéro 114 pour celle de l'ellipse'; 
mais ici le3 coordonnées u et t étant perpendiculaires 
entre elles , il s’ensuit que la courbe cherchée sera une 
ellipse rapportééà des diamètres 1 l'et LU ,JigA 5 , per- 
pendiculaires entre eux, et que, pour cette raison , on 
nomme axes. 

Lorsque la quantité y est d’un signe différent de celui 
des deux autres, l’équation devient absurde, comme on 
l'a remarqué dans le n° 110. • * < . 

a°. Quand * et S sont de signes differens, l’équation ne 
peut avoir que ces deux formes ? 

*u a — pt* = -—Y 

<■ • 

la première appartient à une hyperbole rapportée aossià 

L 4 
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108 APPLICATION DE L'ALGÈBRE • 
un diamètre qui rencontre ses ordonnées à angles droits, 
FJG. 47 . c’est-à-dire, à un axe, puisqu’on a 

U=±t /A(,-Z). 

ce qui s’accorde avec l'équation 

u=±:~ÿ's I — A % 

A 

du n°. n 4. 

C'est encore à l’hyperbole que se rapporte l’équation 
su* — fit* = y , 

mais alors l’axe des abscisses est L L' , et non pas 1 ï ; car 
U vient dans ce cas 

“=h/?Fü- 

f D 

résultat qui est de la forme u = ± — J/^*- -f- A''. 

Nous observerons que, par rapport à l’hyperbole 
K lk, K'Vk' , la ligne LL' est aussi un diamètre. Quoi-r 
qu elle ne soit pas une dopble ordonnée comme dans 
l'ellipse, on lui assigne une grandeur, savoir celle qui 
résulterait de la supposition de t = o, en changeant 

le signe de la quantité négative — ; et il vient 

fi 

0i =|/î- 

On conserve de cette manière l’analogie entre l’équation 
de 1 ellipse et celle de l’hyperbole. 

Le diamètre LL' de 1 hyperbole, est nommé second 
diamètre , pour le distinguer du diamètre II', qui coupa 

la courbe, et que, par cette raison on appelle aussi dia^ 
mitre trans verse. 
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On n’auroit que deux lignes droites, comme dans le 
n° ii2, si y = 0. 

119. Pour savoir dans quels cas les quantités « et /J 
sont positives ou négatives, il faut déterminer m et n , et 
substituer leurs valeurs dans celles de ces quantités. 
L’équation 

2 ( A — C)mn + — n’) = o , 

donne 

2 (C-.4) *’ 

«T, qu’on élève au quarré, çt 


mm 


si on fait 

qu’on cb 
il viendra 


B 


n(C — A) 

qu’on chasse n l , au moyen de l’équation m l = l , 


m f — m‘ 


d'où on tirera 


m 


» + 4 J* ’ 

= ï 4 -l/ 1 - 1 

2 4 i+ 4 ^* 2 


puis 


2 1 / l-i-ùj' 1 

t 1 


2 2l/l+4<f‘ 


4 4(i + 4 J l ) 1+4J 1 * 

remettant, au lieu de J', la quantité qu’il représente, et 
n’ayant égard qu’au signe supérieur des radicaux , il tu 
résultera 


m 1 — (- 

n* = - 


2 

1 


2 y ( c — a y + b» 
C — A 


m n= 


2 a \Z(C— 
B 


^ V 7 ( C—A)* Ht ^ 
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En substituant ces valeurs dans les expressions de a et 
de /8, et en les réduisant ensuiteau même dénominateur, 
on verra , avec un peu d'attention , que leurs numérateurs 

sont divisibles par \/ ( C — A ) a -f- B 1 , et que 
m = \(C+A)-\ViC-A)' + B', 

$ = i(C+ A) + { V/ ( C=Aÿ+B>. 

Lorsque la quantité C A est positive, fi est tou- 
jours positif, et « l’est aussi, quand 

C + A> l/( C-Ay+B * , 

ce qui revient à 

( C + A)*>(C-Ay+B », 

ou à a AC^> — jAC+B*, 

ou à 4 AC>B J . 

Si la quantité C-f- A étoit négative, <* seroit nécessaire- 
ment négatif, et H le deviendroit, si l’on avoit, comme 
ci-dessus, b A C> B*. On voit donc que, lorsque cette 
dernière condition est remplie, <* et fi sont de même 
signe, mais que, dans le cas contraire, ilssontdesigr.es 
difFérens. 


/ Q _g s \ 

Nous remarquerons que 4 AC— 4 

et que si dans cette expression l’on change, comme dans 
, B C 

le n°. 107 , — en a, et — en b , on aura , 4 * (4^ — « a )> 


dont le signe dépendra de celui de la quantité 4 b — a 1 , 
que nous avons représentée par m dans ce numéro, et 
d’après laquelle nous avons reconnu les diverses formes 
qui caractérisent les trois espèces de courbes comprises 
dans l’équation générale du second degré (1 14). 

120. Si l’on avoit 4 /i C = B*, la quantité a s’anéanti- 
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roit, et par -là l'équation u = ±: 


ne donneroit pour l'ordonnée u qu’nne valeur infinie; 
mais les valeurs des quantités a et b, tirées des équations 
( 3 ) , et qui sont en général 


zAE — BD 2 CD — B E 

B>-4AC ’ B‘ — 4AC' 

devenant infinies lorsque B* = bA C, ne font plus rien 
connoître : on ne peut donc , dans ce cas , faire dispa- 
roître à-la-fois les termes D y et E x dans l’équation ( 1 ). 
Pour parer à cet inconvénient, nous ferons immédiate- 
ment dans cette équation , x — mt — nu,y—nt -f- mu, 
ce qui donnera 

[A m ? — B mn -j- C «*3 u 3 
-}-f2 (A — C)mn + B (m* — n 9 )]uf 
-f [An* -f -Bm n -{- C /ra 3 3 I* 

-\-(Dm — En) u -\-(Dn-}-Em)t = F 

et nous poserons encore l’équation 

a (A — C) m n + B (m 1 — n 3 )=o, 
afin de chasser le terme multiplié par ut. Les coefficiens 
de u* et de î 3 auront ici les mêmes valeurs que dans le 
numéro précédent , puisque m et n dépendent encore des 
mêmes équations que ci-dessus; [en représentant donc 
ces coefliciens par * et /3 , nous obtiendrons 

/3i 3 -f- ( D/rc — En)u -J- (Z? n-f- Em)t = F ( 7 ). 

Lorsque « ou /3 = o, cette équation se réduisant à 
l’une des formes — En)u-\-(Dn-\~Em)t~F, 

au*- f- (Dm — Eu)u-\-(Dn-\-Em)t—F t 
ne contiendra plus qu’un seul terme du second degré. 
Pour te simplifier, il reste encore à changer l’origine 
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des coordonnées, en substituant t‘ -f- o.' à t et u' -\-b' à u, 
ce qui introduira deux quantités indéterminées, dont on 
pourra disposer pour faire disparoître le terme indépen- 
dant des nouvelles coordonnées î' et u', et le terme mul- 
tiplié part' dans le premier cas, ou celui qui est multi- 
plié par u dans le second; les résultats seront de l’una 
ou de l’autre de ces formes : 

fit'* — eu , = Q, « u'* — it'=o. 

11 est bon d’observer qu’elles rentrent l’une dans l’autre 
en y changeant u' en t' , et t' en u , et que l’origine des 
abscisses est alors sur un point delà courbe, puisqu’on a 
enmêmetemps r' = o, u' = 0 (81). 

Pour donner plu3 de généralité aux résultats de la 
substitution indiquée ci-dessus, faisons-la dans l’équation 
(7), il viendra 

Dm — E n)u } 

-j-(a^a' -J- D n + Em)f' > — F. 
+«b'‘+/}a'‘+(Dm^.En)b'+(pn+Em) a' S 

Supposons qu’on veuille ôter les termes multipliés par 
u et ceux qui ne dépendent point des coordonnées u' et 
t' ; il faudra poser les équations 

a »b -\-D m — E n~o y 

* b' fia'* -{-(Dm — En)b‘ ' -{-(Dn-{-Em)a! — F=:o t 
et faisant, pour abréger, 

2 fia! + D n-f. £m = — s , 
on aura l’équation 

*u* + fit‘‘ — et‘ = o, 
qui , lorsque fi — o , se réduit à 

«U' J - (t' —Oy 

«t donne 
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U 



elle se rapporte donc à la parabole ( 1 14 )• 

Les équations qui déterminent a' et b' , deviennent 
alors 

1* Dm — En — a 

(Dm — En) b' -|- (Dn E m)a' — F— o; 
et, si de la seconde on retranche la première, multipliée 
par b' , on aura 

— a 1 b ' 1 -f- (Dn -j- Em ) a ' — F=o, 
équation qui donnera fort simplement la valeur de a . 

1 2 1 • Nous devons être maintenant convaincus que 
l'équation (.1) ne renferme que les trois espèces de courbes 
que nous avons déjà reconnues d’une autre manière, et 
que nous avons désignées sous le nom d ellipses, d'hy- 
perboles , et de paraboles ( 1 1 4 ). 

Le cercle est implicitement compris dans l’espèce de 
l’ellipse; il répond au cas où l’on a«t = j 3 , ce qui change 
l’équation * u % + P t* = y ( 1 1 8) , en cette autre : 


u* + t* = 


fi ’ 


qui appartient évidemment au cercle dont le centre est à 
l'origine des coordonnées u et t, et dont le rayon est 


1 / 


y 

— , pourvu toutefois que les coordonnées soient 

p 

perpendiculaires , comme nous le supposons ici. 

Nous ferons observer aussi que l’équation 


* u' 


+ fit'*— s t' = 0, 


obtenue ci-dessus , est commune à l’ellipse, à l’hyperbole 
et à la parabole. .On a la première courbe lorsque • et ,£ 
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«ont de même signe, la seconde lorsqu’ils sont de signe» 
diflférens, et la troisième enfin lorsque fi — o. 

Le point de la courbe sur lequel se trouve l'origine des 
coordonnées , étant placé à l une des extrémités de 1 axe , 
se nomme le sommet. Dans l’ellipse et dans l’hyperbole 
il y deux sommets, marqués / et /', dans les figures 45 
, et 47 . La parabole n’en ayant qu’un seul, fig. 48 , n’a 
point de centre; et c’est pour cela que son équation ne 
eauroit prendre la forme 

-f- t* rr y. 

La construction des expressions de a, fi et s , fournit 
le moyen de trouver les axes des courbes du second 
degré, lorsqu’on en a une équation quelconque en coor- 
données rectangles. 

I! arrive souvent que l’on cherche quelle est la courbe 
douée d’une propriété particulière qu’on ignore appar- 
tenir à une courbe déjà connue ; mais alors l’équation 
relative à cette propriété rentre dans quelques-unes des 
équations déjà discutées : c’est ce que montreront les 
questions suivantes : . 

1 252. Trouver l'équation d'une courbe telle, que si l’on 
FIG. 45 . mène de chacun de ses points M , fig. 45 , à deux points 
fixes, F et F', les droites M F et MF', la somme de ce » 
lignes soit égale à une 'ligne donnée 
. Si on représente par 2 a la ligne donnée, par ac la 
distance FF 1 des points fixes, en prenant pour origine 
des coordonnées le point O, milieu de F F 1 , en sorte 
que 0 F = 0 F ~ ç, et faisant OP—x, PM=y, 
on trouvera 

FP = c-^x, F‘ P~c-\-x. 

Les triangles P MF, P MF' , rectangles en P, donnant 
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MF=\ZfP 2 + FÔ1\ MF =V Ï~P'+PM\ 

on obtiendra 

MF~~ \/ (c—x) a ■ + x\ MF = V (c-f-xy+^L 

mais en posant MF = z, il viendra M F' = 2 a — z, puis- 
que par l’énoncé on a , sur toute la courbe cherchée, 

MF + MF=2a; 

°n aura par conséquent 

2=1 /( c — 2 a — z = l/(c+.rj a -f.^\ 

En élevant au quarré pour faire disparoître les radi- 
caux, il en résultera 

z* = c i — a ex -j- x a -f- y-, 

4®* — 4az-j- 2Ï = c a -\-acx-\-x t -\- y*; 

retranchant la seconde de ces équations delà première, 
il restera 

,, — 4rt a -}- 4az=— 4 car, 

Q où 

o* — c x 

z— : 

a 

substituant enfin cette valeur de z dans la première ex- 
pression de z\ on parviendra à l'équation cherchée, qui 
sera, après les réductions, 

e 4 + c ! x* = a a c a -f c a ( x a -f _y a ). 

Cette équation n’étant que du second degré , nous ap- 
prend que la courbe cherchée ne peut être que l’une de 
celles que nous avons discutées précédemment ; et pour 
reconnoître à quelle espèce elle appartient, donnons à 
son équation la forme * 

o*> a + (o* -~c*)x* = a4 — a a c a . 

En la comparant alors avec la formule « u a -f- g f»— y f 

après avoir écrit dans cette dernière^ et x pour u et t, 
nous aurons 
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* = et 4 , fi = a* — c 4 , J=a4 — o s c* = a s (a* — c*), 

d'où nous conclurons qu’elle est celle d’une ellipse, 
puisque les quantités /S , y et <* sont essentiellement po— 
sitives(u8j. En, posant, pour abréger, a® — c 4 = ù 4 , 
nous aurons 

a* y' -J -b* x 1 — a® b % , 
d’où nous tirerons 

b t/ 

y = ih - V a 2 — x*. 

J a 

Les demi-axes 01 et 0 L de cette ellipse sont respec- 
tivement a et b ; et comme b % = a 2 — c 4 , on tire de là 

c 4 =a 4 — è 4 , c=Va À —b*, 

ce qui nous apprend que lorsque l’on ne connoît que les 
axes 11' et LL' d’une ellipse, on peut trouver sur le 
plus grand des deux, les points F et F', pour lesquels 
M F -{- MF' =sll‘, en décrivant du point L, comme 
centre et d’un rayon égal à la moitié du grand axe II’, 
un arc de cercle; car aux intersections F et F' de cet 
arc de cercle avec 1 axe I V, on a 

OF^OF ^\/TL' — lTL % =Va'--b\ 

ia5. L’énoncé du problème que nous venons de ré- 
soudre nous offre une nouvelle propriété commune à 
toutes les ellipses, et donne en même temps un moyen 
d’en trouver autant de points qu’on voudra , ou même 
de les décrire d’un mouvement continu. En effet, si l’on 
prend à volonté une ouverture de compas FM, moindre 
que 01, que du point F, comme centre, on décrive 
un cercle avec cette ouverture de compas, etqu’ensuite 
prenant pour centre le point F', et pour rayon la diffé- 
rence F M entre le premier rayon F M et Taxe II', on 
décrive un second cercle, il coupera le premier en deux 

point» 
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points Met M' , qui appartiendront à l’ellipse. En répé- 
tant ce procédé avec diverses ouvertures de compas, on 
obtiendra de nouveaux points de l’ellipse demandée ; et 
si ces points sont un peu multipliés , on pourra , en les 
joignant par un trait libre de la main, achever la courbe 
d’une manière d’autant plus exacte, que les points dé- 
terminés seront en plus grand nombre. 

Lorsque l'ellipse doit être fort grande , on la trace par 
un mouvement continu , en (ixant aux points F et K les 
extrémités d’un cordeau dont la longueur est celle de 
l’axe I V ; on tend ce cordeau parle moyen d’un piquet 
M que l’on fait glisser le long du même cordeau, jus- 
qu’à ce qu’il se retrouve au point d’où il est parti : alors 
il a tracé l’ellipse demandée. 

L’une et l’autre de ces descriptions est fondée sur ce 
principe, que dans toutes les ellipses , la somme des 
lignes M F et M F', qu'on nomme rayons vecteurs , me- 
nées aux points fixes F et F', pris sur le grand axe , et 
qu’on appelle foyers , est toujours égale au grand axe, 
ainsi que nous l’avons trouvé dans le numéro précé- 
dent. 


L’équation y = ±— V' a 1 — x* fournit une cons- 


truction par points , très-commode dans la pratique. 

Ayant décrit du centre O de l’ellipse demandée, ./2g. 46 , FIG. 46 
deux demi-cercles , l’un sur le grand axe , et l'autre sur * 
le petit, pris pour diamètres, et mené un grand nombre 
de rayons ON , ON', &c. on abaissera sur l’axe IV les 
perpendiculaires P N, P'N' , &c. et on mènera par les 
points R, R , fitc. où les rayons ON, ON', 8 tc. rencon- 
trent le plus petit des deux cercles, les droites RM, 

R J -M* » &c. parallèles à IV ; les points M, M , &c. que 
ces parallèles détermineront sur les perpendiculaires PN, 
Trigonométrie * • M 
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P‘ iY',Stc. appartiendront à l’ellipse cherchée. Par l’opé- 
ration que l’on vient d’indiquer, on n’obtient que la 
moitié de cette courbe; mais en répétant la construc- 
tion au-dessous de l’axe 1 1' , on l’aura toute entière. 

Pour recor.noître l'exactitude de cette construction, il 
suflit d’observer qu’en vertu du parallélisme des droites 
RM et 1 1 , on a 

ON: OR:: PN: PM, 

et que puisque ON=a, OR— b, OP—x, il en résulta 
PN=\/ ÔN a — 0P a = V a*—x\ 
a : b :: \/ a a — x a : PM , 


d’ 


ou 


PMsz -l/a*— = < 

a 


ia4. L’équation z: 


— ex ex 

=a peut etre 

a a 


considérée comme une équation caractéristique de l’el- 
lipse : elle en fournit une construction très-simple; car 
en se donnant l’abscisse OP — x, Jig. 45, on obtiendra 


ex 


par les lignes proportionnelles, la quantité — ; et retran- 
chant cette quantité de a, on aura z ou FM; ensuite 
du point F, comme centre, et d’un rayon égal à F M , 
on décrira un arc de cercle qui coupera la perpendicu- 
laire PM dans un point M appartenant à l’ellipse. Si 
l'abscisse tomboit dans la partie O J' de l’axe, x deve- 


nant négatif , on auroit pour ce cas z = a-\ . 

a 

Le système des coordonnées z et x diffère de ceux que 
nous avons employés jusqu’ici, en ce que l’ordonnée z, 
au lieu d’être constamment parallèle à une droite don- 
née, change sans cesse de direction, et n’est assujettie 
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qu’à passer par un point donné 5 aussi l'équation 
c oc 

z ~ a —, quoique du premier degré, n'appartient 

plus à une ligne droite, comme dans le cas des coordon- 
nées respectivement parallèles à des axes Gxes. 

ün pourroit substituer à l’abscisse OP une nouvelle 
abscisse F / , comptée toujours suri axe II ' , mais à partir 
du point F; en désignant cette dernière par x‘ , on auioit 
x~c — x ' , 

puisque O P = O F— F P, et il viendroit 

Z = n-±i C - X ') , C _?\ 

a a a 

mettant b 2 au lieu de a 2 — c 2 , on aura 

b 2 ex' 
zz= ! . 


On introduit le plus souvent l’angle l' F Ma la place 
de 1 abscisse x', ce qui se fait en observant que dans le 
triangle rectangle F MP, on a F P =F M cos 1 ' F M, 
ou x =z cos V F M; nommant donc <p l’angle 1 FM, 
on obtiendra 


_ b 2 -Fez cos <p 


ou z= ■ 


o a — ccosp 

Cette dernière équation est d’un grand usage dans l’Ap- 
plication de l’analyse à l’Astronomie ; on la nomme équa- 
tion polaire, comme toutes celles dont les coordonnées 
partent d’un même point , qu’on appelle pôle de Ict 
courbe. 

iü 5 . Nous modifierons dans cet article le problème 
que nous avons résolu dans le numéro 12a, et nous de- 
manderons qu’on ait MF' — M F = 1 V — 2 a,Jig 4 ? , FIG. 47- 
au lieu de MF -j- MF'— U a) c’est-à-dire que lu dijfè - 

M a 
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rence des rayons vecteurs soit constante. En gardant 
d’ailleurs les dénominations de 1 article cité , nous au- 
tous 

MF = \/ FF 3 + PÂÏ‘ — z (e— x f +y\ 

MF'— \f + z — V (c + x)‘ + y*, 

d’où nous tirerons 

z 4 = c® — 2 c x -j- x 1 -j- y u , 

4 « a + 4 a z -f- s“ = c*-f- 2 ex 4- x a ; 
retranchant la première de ces équations de la seconde, 
nous obtiendrons 

Q - Q* 

4n*4’4 rti — 4 CX ou * = ■ > 

a 

et par cette valeur de z, nous parviendrons à l’équation 

^ =c* — aci+i 1 -f -y ü , 

qui, parle développement, se réduit à 

(c a — «“) x a — a^y* =a , (c * — a* ). 

Dans le cas actuel, où a, il faut prendre b*=c* — a*, 

ce qui donnera 

b % x* — a* _y* = a’ ù*, 

résultat qui se rapporte à la formule y3 t» — «u* = y; 
la question proposée conduit donc à l’hyperbole (i 18), 
qui jouit par conséquent de cette propriété , que la 
différence de ses rayons vecteurs MF et MF, est égale 
à l'axe 1 1' , sur lequel se trouvent les foyers F et F* . 

Nous avons déjà fait remarquer que cette couibe 
n’avoit , à proprement parler, qu’un axe (t 18), mais que 
* pour conserver l’analogie, on concevoitunsecqnd axe LL* 
mené par le point 0, perpendiculairement au premier; 
l> exprime la longueur 0 L de la moitié de cet axe , et 
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l’équation b l = c % — a 1 , donnant c~\/ a 1 b' , fait 
voir que pour trouver les foyers F et F' , il faut prendre 
les distances O F et O F' égales à l’hvpoténuse du 
triangle rectangle construit sur les deux demi-axes 01' 
et OL'. X 

Da ns la suite des diverses hyperboles qu’on obtient 
en assignant aux demi-axes a et b toutes les valeurs pos- 
sibles, il en existe une qui est analogue au cercle ; c’est 
celle qui résulte de la supposition âea — b, ou dont les 
axes sont égaux , et que pour cette raison on nomme 
* hyperbole équilatère. Son équation _y = ± :l/x l — a 1 
ne diffère de celle du cercle y = ±: V a 1 — x l que par 
les signes des fermes du second membre qui sont con- 
traires entre eux. Les ordonnées des hyperboles quel- 
conques décrites sur le même axe 2 a, ont avec celles de 
cette courbe le même rapport que les ordonnées de l’el- 
lipse ont avec celle du cercle, puisque l’équation géné- 


b / 

raie des hyperboles est y=^h.— v x l — a', comme celle 
des ellipses est^ = rt— V' a 1 — x 1 . 


1 26. La propriété dont jouissent les foyers F et F* 
peut servir à la construction de l’hyperbole par points. 
Pour cela, du point F, comme centre, et d’un rayou 
FM, qui ne soit pas moindre que FI, mais d’ailleurs 
quelconque, on décrira un arc de cercle, puis on pren- 
dra un rayon F' M plus grand ou moindre que le premier 
d’une quantité égale à I f, et le cercle décrit sur ce der- 
nier, du point F' comme centre , coupera le premier dans 
deux points M et M' appartenans à l’hyperbole. 

Pour décrire une portion quelconque d’hyperbole 
par un mouvement continu , on assujettit une règle à 

Mî 
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tôurner autour du point F , on fixe à l’extrémité R de 
cette règle et au point F, un fil dont la longueur soit moin- 
dre que F R de la quantité IV ; on fait ensuite tourner 
la règle eu appuyant conlre elle, avec un style M, le 
El R WF, de manière qu’il demeure toujours tendu : le 
etyle M trace ainsi un arc de courbe qui appartient 
à l'hyperbole dont l’axe est II', et dont les foyers sont 
Fet F. 

127. L’hyperbole a aussi une équation polaire qui se 

. ex — a 1 . 

déduit de l’équation z = . Si l’on prend d’abord 

les abscisses à partir du point F, on aura 

O P = x— 0 F — FP = c — x“, 
ce qui donnera 

c 1 — a 1 — ex * 



Q* Q X 

et z — — , en mettant b 1 au lieu de c 1 — a x . 

a 

Pour introduire l’angle < p, on observera que dans le 
triangle rectangle PM F, on a 

F F= M F cos T FM ou x'—z coscp, 
de même que pour l’ellipse; et il viendra 

b 1 — c a «os ip b 1 

z— ou z sss . 

a a-j-c cos q> 

128. Proposons-nous enfin de trouver l’ équation d’ une 
courbe telle, que chacun de ses points soit autant éloigné 
FIG. 48. de la droite AC , donnée de position, fig. 48 , que d’un 
point Jire F , également donné de position. 

Si l’on prend sur la droite A B , menée par le point F 
perpendiculairement à A C , un point J situé au milieu 
de la distance AF, ce point appartiendra nécessaire- 
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ment à !a courbe cherchée, puisqu’il sera autant éloi- 
gné de la droite A C que du point F. Faisant 

IF—Al — c, I P — x, PM— y, 
nous aurons, pour un point quelconque M, la distance 

Q M—AP—J I I F = c‘ + x- r 
et le triangle rectangle F P M nous donnera 

MF— \/ PF 1 + PM 1 — V{c~ x y + y\ 
puisque P F — I.F — ÏP. En développant , nous trouve- 
rons 

MF —V c'-ac'i + x 1 +.y I ; 

et comme par la nature de la courbe cherchée , on doit 
avoir QM— M F , il en résultera 

c* -f- x— V c 1 — a ex Ar ^ + y l > 
d’où on tirera 

(c’ -}- x ) l = c' 1 — îc’r + r 1 + y % • 
il viendra, après la réduction , 

i a c'x — — ae'x + y 1 ou j l = 4 ex, 

équation à la parabole. 

12 g. Pour construire la courbe d’après la propriété 
que nous venons d’employer à la recherche de son équa- 
tion, il faut, d’un rayon F M pris à volonté , décrire un 
cercle , faire A P = FM, et mener par le point P, pa- 
rallèlement à la ligne A C, une droite PM: le point M 
où cette droite coupera le cercle appartiendra à la para- 
bole demandée; car il est évident que la droite QM étant 
parallèle et égale à AP, sera égale à FM. 

Cette même propriété donne lieu à un mouvement 
continu par lequel on trace la courbe; pour cela, on 
glace le long de AC, une règle sur laquellè on fait 

M4- 
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mouvoir une équerre dont l’un des côtés représente la 
droite Q E ; on attache au point F l’extrémité d’un fil 
dont la longueur est égale à QE,et dont l’autre extré- 
mité est Gxée au point E; on tend ce G1 par un style en 
l’appliquant contre le côté QE, et le style décrit une 
portion de parabole. 

130. Si, pour arriver à l'équation polaire, on fait 
FM=z, on aura 

Z — C + x , 

et changeant l’origiqe des abscisses , en prenant F P à la 
place de 1 P , c’est-à-dire en faisant x — c — x , puisque 
IP = 1 F — F P, il viendra 

î=ac — x' ; 

mettant ensuite F M cos MFP, ou scosp, au lieu de 
F P ou de x' , on aura 

e 2 C* 

Z — ÜC—Z COS tp OU Z— — — . 

I + cos <p 

131. La question qui nous a conduits ci-dessus à 
l’équation de la parabole, peut être modifiée de manière 
à embrasser les trois courbes du second degré. Il suffit 
pour cela de l’énoncer ainsi : Trouver l'équation d'une 
courbe dans laquelle la distance entre un point quelcon — 

FIG. *s. que M et le point fixe F, fig. 3q , soit à la distance M Q 
entre !■ e jnême point M et une droite AC, donnée déposi- 
tion dans un rapport constant. 

Soit i:»ce rapport, et tirons du point F sur A C la per- 
pendiculaire AB; il est évident que la courbe cherchée 
rencontre cette droite dans un point I, tel que 
1F : AI’. I i : n ; 

en sorte que si on désigne I F par c , il en résultera 
A I- =nc . 

Faisant IP = x, PM=y, il viendra, en vertu du 


I 


Digitized by Google 



1 85 


A LA GÉOMÉTRIE. 


triangle rectangle P M F, de même que ci-dessus, 

MF — 1/( c — x y+y' r -, 

et comme QM= AP — AI -f- 1 P = n c' -4* x , onaura 
V (c‘—xy+y l inc' +x'.: un, 
d’où on tirera 

ne -\-x=n — x-y + y 1 '• 

élevant au quarré, on obtiendra enfin 

n l y x ■+•( n 1 — i )x l — a(n -f- 1 ) nc'x — o. 

Cette équation, d’une forme absolument semblable 
à l’équation an x + fit 11 — tt' = o, du numéro îai, ap- 
partiendra à l’ellipse, à Ihyperbole ou à la parabole, 
selon qu’on aura i , n<^ î , ou n= î , et montre 
par conséquent que la propriété qui fait le sujet de 
la question proposée , est commune aux trois courbes 
du second degré, par rapport auxquelles la droite A C 
est nommée directrice. 

En donnant à l’équation ci-dessus la forme 

^ + o - o + v) 1 = ° ’ 

et en remarquant que plus n augmente , plus les fractions 

— et — diminuent , on verra que dans la supposition 
n 1 n 


de n infinie, elle doit se réduire à 

y* -f- x x — a c' jc — o, 

équation qui est celle d’un cercle dont le rayon est c , 
et pour lequel l’origine des abscisses est placée à l’une 
des extrémités du diamètre (90). 

i 32. On peut déduire immédiatement de l'une quel- 
conque des équations 
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obtenues dans les numéros 122 et 125, une nouvelle 
équation qui les renferme toutes deux , et qui comprenne 
aussi l’équation y 1 =4 c'x, qui semble d’une forme 
essentiellement différente de celle des deux autres. Pour 
cela , il suffit de transporter dans ces équations l’origine 
des coordonnées à l’un des sommets de la courbe qu’elles 
représentent. En effet, si, dans la figure 45, on fait 
1 P z=x', et l P — x dans la Ggure 47, on aura par 
la première , 

x ou O P = O I — IP — a — x' ? 
et par la seconde , 

x ou OP = l P— 01' — x—a. 

Ces substitutions changeront les équations rapportées 
ci-dessus en 


x' 1 ), 




2 b 1 

si 1 on pose = elles prendront alors la forme 


7* = — (aa* 1 — x'*), y 1 — — ^(2 ai'— x'*)j 

et l’une ne différera de l’autre que par le signe de p. 

! En mettant , au lieu de b 1 , sa valeur a 1 — c% relative 
à l’ellipse (122), on aura pour cette courbe. 


P = 



mais comme dans le cas actuel c exprime la distance dut 
foyer F au centre O , il faut introduire à sa place la 
distance IF, comptée de la nouvelle origiue des coor- 
données; or , si l’on prend I F=c , on aura, fig. 45 

cou O F~ 0 1 — I F= a — c’, 
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et la quantité p deviendra 

4 oc' — 2 c * 

p= . 

On trouvera pour l’hyperbole , fig. 47, 

cou 0 F= 1 ‘ F — 01 ' — c' — a, 
en prenant 1 ' F=c' ; et puisqu’on a pour cette courbe 
ô‘=c l — a l (is5), 

il en résultera 


a(c a — o a ) 2c' a — kac‘ 

= 1 , 

a ci 

quantité qui n’est que la précédente prise négativement. 

ci c ~ 2 q ^ 

En mettant l’expression sous la forme 

2 c 2 

4 c — , on voit que plus a augmente, c r restant le 

2 c a , 

même , plus la fraction diminue, et que par consé- 

a 

quent dans la supposition où a deviendroit infini , elle se 
réduiroit à 4 c' : on aura donc pour Ce cas 

p = 4c' ; 

mais d’un autre côté , l’équation 

y* = — ( 2 a x'— x’ 2 ) , 

2 a 

équivalente à 

'•=''(*' - 

ee réduiroit aussi, par la même raison , à 
y>=px r , ou y* =4 c'a:*, 
ce qui est l’équation de la parabole. 

L’équation y 1 zz —■ (20 x’—x' 1 ) est doùc propre 


* 
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à représenter chacune des courbes du second degré; 
elle appartiendra à l’ellipse quand p sera positif, à l’hy- 
perbole quand p sera négatif, et à la parabole lorsque a 
sera infini. 


1 55. La quantité p se nomme le paramètre : c’est dans 
l’ellipse et dans 1 hyperbole, une troisième proportion- 
nelle aux deux axes , puisqu’en vertu de l’équation 
2 b 1 4 b 1 


2 a 


on a 


Car 3Ô :: afc : p ; 

et dans les trois courbes du second degré, elle exprime 
la valeur de la double ordonnée qui passe par le foyer. 
En effet , à ce point , on a 

I $ 

OL' = C , 

et on trouve pour l’ellipse 


y' =— (aac — c ’) = 
a a 


( 4 a c* — — c*) 


2 a 


(a ac'—c' 1 )' 


d’où y — 

et par conséquent 
ay 


2 a c 


4 a c" — a c' 


On obtiendra de même dans l’hyperbole 
2 c * — 4 a c 

2 y — =P i 

a 

et dans la parabole 

2 y= ic — p. 
ï34. Les équations 
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expriment une propriété commune à l’ellipse et à 1 hy- 
perbole, et qui devient évidente lorsqu’on les met sous 
la forme 

y _ p_ y* p 

x' ( 2 a — x') 2 a* x'(x‘ — 2 a) 2a 1 

de laquelle il résulte que dans l’une et l’autre courbe , 
le quarré de l’ordonnée P M est dans un rapport cons- 
tant avec le produit des lignes IP et VP, qui sont respec- 
tivement x 4 et 2 a — x' pour l’ellipse, Jig. 45; x' et 
x' — 2 a pour l’hyperbole, Jig. 47. Ces distances du 
pied de l’ordonnée à chacun des sommets de la courbe , 
étant nommées abscisses, on dit que dans l’ellipse et 
dans l'hyperbole , les quarrés des ordonnées sont entre 
eux comme les produits des abscisses correspondantes ■ 

En effet, si on désigne par X' une abscisse différente 
•de x', mais toujours comptée du même point, et par Y 
l’ordonnée correspondante, on aura 

r i = Z_( 2G r— X' 4 ), y 4 =-£-(X’ 4 — 20 ; n 

2 a u a J 

d’où on tirera 

y E : Y 1 :: x' (aa — x') : X (2 a — X') 
pour l’ellipse , 

y 1 : Y l ::x' (x 4 — 2a):X'(X' — 2a) 

pour l’hyperbole, en supprimant toutefois dans le dernier 
rapport de chacune de ces proportions le facteur com- 
P 

mun . 

2 a 

L’équation de la parabole y 1 x, étant traitée de 
la même manière, donne seulement 
y x : Y 1 :: x' : X', 

ce qui fait voir que dans la parabole, les quarrés des 
ordonnées sont comme les abscisses correspondantes. 
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l 3 o. I! résulte de la comparaison des formules rap- 
portées dans les numéros u 4 , 1 18-120, qu’il y a pour 
chaque courbe du second degré , au moins deux systèmes 
de coordonnées dans lesquels l’équation de cette courbe 
se présente sous la forme la plus simple; l’un de ces 
systèmes est celui des axes, et l’autre celui de deux dia- 
mètres conjugués : nous allons montrer qu’il y a un nom- 
bre infini de systèmes de coordonnées qui jouissent de la 
même propriété. Pour le faire, nous appliquerons la 
transformation des coordonnées aux équations relatives 
aux axes. 

b 1 

Soit premièrement celle de l’ellipse y x — — ( a 1 — x x ) , 
qui revient à 

e‘ y t + b l x x z=a t b % ; 

nous observerons d’abord qu’il est inutile de déplacer 
l’origine des coordonnées qu’il faut laisser au centre , et 
n’ayant à changer que la direction des axes, nous ferons 
seulement 

x = mt-\-pu, y = nt + qu( 1 iG). 

Nous laisserons indéterminé l'angle que les nouvelles 
coordonnées doivent faire entre elles , et dont le cosinus 
est représenté par h (117), et nous ne tiendrons par 
conséquent aucun compte de l'équation 

mp + nq + (np + mq) g=lf, 
il n’en sera pas de même des équations 

m’-fn’ + 2mngr= t, p x + q l -j- ap qg— 1 , 

parce que les coordonnées a: et y étant réciproquement 
perpendiculaires, il en résulte g=o, d’où 
m l + n* — i , p 1 + q l = 1. 

Des quatre quantités m, n, p et <7, il n’en restera donc 
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que deux dont nous puissions disposer. En faisant la 
substitution des valeurs de x et dey, dans l’équation 
a 1 y 1 -j- b 1 x x — a 1 b 1 ’, 
nous obtiendrons 

(a i q l -\-b t p l )u t -\-2(a l nq -{-b l mp)tu-{-(a ,, n , '-{-b l m , ’)t l =a 7 b» 
pour simplifier cette dernière , nous poserons 
a x nq-\- b 1 mpz=o, 
ce qui la réduit à 

n'+b'm*)^ =a'b*. 

Pour comparer cette équation et 

a' a u’-f" &'* t % = a '» b'\ 
nous les mettrons sous la forme 


a*n % 4-b*m* 
u a -4 —, t a 

a a ç*-|-6 a p» 

b ,a 

u a + — t a 

a * 



<z a è a 

V+î^p 

b’*', 



elles ne pourront alors devenir identiques, indépendam- 
ment de i et de u, que par la supposition de 
b ' a tfn^-j-b^m* ,, B a a è a 

a' a a a q a -j-è a /} a * a a q u -j- £ a p a * 

ce qui donnera 

, a» i® 


&'•== 


« a ft a 


a a »* fr* m %> a ' 1 q* -f- è a p 4 * 

Pour s’assurer de la possibilité de cette transforma- 
tion, il faut voir si la détermination des quantités m, n, 
p et q, n’est sujette à aucune exception. L’équation 
a 1 nq -f- b % mp— o, 
mise sous la forme 

-~ = °i 

nq 
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fera toujours connoître le rapport de pkq, ou celui 
de m à ». Si on en tire " 

* p a* n 

q b % m’ 

et si , pour abréger, on fait 
a 1 n 

b* m T> 

il viendra 

P = <7 r: 

substituant dans p* -f-q* = i , on en déduira 
9“ ( i -f r a ) = 1 , 

d’où l’on conclura 

1 T 

qz= , P — — 

V 1 -h r 4 V 1 -f r* * 

expressions qui demeureront toujours réelles , quelle que 
soit r. L’équatiou m*+n*=i ne pouvant déterminer 
qu’une des deux quantités m et n, laisse absolument in- 
déterminé le rapport — qui entre dans les expressions 

de p et de q, lesquelles, par cette raison, deviennent 
susceptibles d’une infinité de valeurs différentes. H y a 
donc en effet une infinité de systèmes de coordonnées 
dans lesquels l’équation de l’ellipse a la forme 
a' 1 u * + £'» t 4 = a' 4 b'*, 

absolument semblable à celle de l’équation aux axes 
a* y* -\-b* x 1 — a* b 1 . 

l56. En opérant sur l’équation de l’hyperbole 
b 1 

y % = — (m* — a 1 ) ou b x x l — a^y 1 =a x b 1 , 

comme nous venons de faire sur celle de l’ellipse , nous 
aurons successivement 

(ù a m* — 
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(i‘m‘ — a'n l ')t x +n(b 1 mp—a x nq}tu-l-(b l p l —a t q')u l =a*b*, 

b l m p — a 1 n q~o, 

r + gg r-’V a ' b ' . 

b'm* — a^n* b‘m i , — a*/» 3 ’ 

comparant ce dernier résultat à 


*ous trouverons 


a'* 

t % u l 

b ‘ 1 


o 1 b x 


b* ni 1 — a'n 


i„i » 


*= 


~a l b' 


Les expressions de p et de q seront de la même forme 
dans ce cas-ci que dans le précédent , et pourront’don- 
ner par conséquent une infinité de valeurs , d’après celles 

qu’on assigfera au rapport — . Nous serons donc fon- 

• 771 * • 

dés à tirer pour l’byperbole une conclusion pareille à 
celle que nous avons énoncée pour I’ë(ïi|»e. . 

IO7. Passons à la parabole; son équationy * r=4c‘.r, 
ne peut être transformée en une autre qui lui soit sem- 
blable, par les formules 

x — mt-\-pu,j y~nt-\-qu. 

On obtient en effet la résultante * 

n l t' -{- 3 nqtu + q l u* =4 c‘{mt + p u) , 
de laqûelle il faudroit faire disparoître trois termes, 
savoir, ceux qui sont affectés de t\ tu et u; or , c'est 
ce qui ne se peut , puisque parmi les quantités m, n , 
P et q, on n'en sauroit déterminer que deux. Ayons donc 
recours au déplacement de l'origine, et substituons à æ 
et à y leurs valeurs plus générales 

mt+ pu + a, »* + çru-l-b(n6); 
nous aurons ainsi * 

Trigonométrie, * t\j 


Digitized by Google 1 



w 


jgi APPLICATION DE L’ALGÈB R*E 

n l t* + 2 nqtu + q l u l * 1 

+ 2 b(nt-f-</ü) — 4c'(ml +pu)|=o. 

+ b 1 — 4 a c j 

Pouvant disposer maintenant de quatre quantités, à 
cause des deux nouvelles indéterminées a et b , nous 
ferons disparoître les termes affectes de tu, de u, et 
les termes indépendans de t et de u , en posant 

2 n q — o, 2 b q — 4 c p = o , b 1 — 4 a c — o. * 
La première de ces équations peut être satisfaite de 
deux manières : soit par n = o, soit par q = o ; mai»’ 
celle-ci donne p — o, dans la seconde équation , ce qui. 
ne sauroit s’accorder avec l’équation p a -f- ?“ = *• Eu 
adoptant la valeur n= o, le terme n * t 1 s’évanouit , et 
il ne reste que 

, 4 c' md 

• q l u l ~^'cmt ou u = — — - — , 

.V * q 

équation sem^ible à celle qui se rapporte à l’axe de la 
courbe. La supposition de n = o , introduite dans l’équa- 
tion m % + n 1 = i , donne 

. „ m = ± i J 

de 2 b q — 4 c' p = o , on tire 
q 2 c* 

p ~~ 

If * a 

et cette équation , combinée avec p* q 1 = i , déter- 
mine p et q. L’équâtion b a — 4a «' = 0 , détermine aussi a, 
lorsque b est connu ; mais cette dernière quantité resté 
•usceptible de telle valeur qu’on voudra. 

l58. Les remarques précédentes conduisent à cette 
question : un diamètre quelconque étant donné , trouver 
la position de son conjugué. On la résoudra en observant 
que lorsque dans la figure 43 du numéro 11 fi, 1 angle 
C A B , ou celui que font entre eux les axes des coor- 
• données primitives x , y , est droit , les triangle» 


* 
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P" A"' R et P" M Q deviennent rectangles, l’un en R, 


»s 5 . 


l’autre en Ç; et qu’il s’ensuit que m — 


A"'R 


A" P" 


représente 


le cosinus de l’angle P"A"^R ou B" A" B' , et que 


P"R . . 

n = — — - en est le sinus; que p 

Ai. Jr 


_ P"Q 
P‘ M 


représente le 


cosinus de l’angle MP" O ou C'A" B', et que q = 

PM 

en est le sinus. Si l’on rapporte ces mêmes dénominations 
à l’axe I 1', sur lequel se prennent les abscisses x dans les 
figures 5o et 5i , et qu’on connoisse l’angle que fait avec FIG 
cet axe le diamètre quelconque F O , pris pour l’axe 
des t , les quantités metn seront données , et suffiront pour 
déterminer p et q par le moyen de l'équation p 1 -j-g l = i , 
combinée avec celle qu’<jn a -déduite de la propriété des 
diamètres conjugués. Ayant q, on aura par conséquent 
l’angle que fait avec l’axe 11 , le diamètre OH conjugué 
avec FO. * 


i3g. Pour l’ellipse , fig. 5o, on a l’équation 
a 1 n q -f- b x mp— o ( 1 35 ) , 
de laquelle on tire # 

. • q b 1 m 


FIG. ;o. 


et puisque 
m cos FOI 
n 


HOl 


sin FOI 
il vient 

•tang H 01— 


tang FOVp cos H 01 

V 

IP l 
a * tang F O I’ 


=tangHOI 


Si l’on suppose connues les coordonnées du point F, 
et qu’on désigne 0£par<*, EF par fi, on aura 
♦ N 2 
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'“ sf07 =fl = ;. . 

«t par conséquent 

. tang H01=—^. _ • 

En représentant par «' et les lignes O G et GH, 
on aura > 

GH fi' b* 


d’où 


tangHOI = TO = =r— 3,. 


a* fi fi' -{-b* * *' — o ; 

cette équation jointe à celle de l'ellipse qui donnera 

fera connoître «' et / 3 f , ou les coordonnées du point H, 
par le moyen de celles du poirft F. 

• Nous remarquerons en passant que cette manière de 

^trouver la position d’un diamètre conjugué avec un 
autre, donne en même temps celle de la tangente à ui* 
poinj quelconque de la courbe , 'puisque le diamètre 
O H est nécessairement parallèle à la droite F T qui 
touche l’ellipse au point F ( 1 15 ), et qui peut par con- 
séquent se mener dès que O Ff est tirée. 

On peut aussi, lorsque la tangente est menée, s’en ser- 
vir pour tirer O FF. 

JL.es calculs ci-dessus s’effectuent d’une manière sem-. 
FIG. ji. blable dans l’hyperbole, fig. 5i , pour laquelle on a l’é- 
» quatiod 

b*mp — a x nqz=. o(i36), 

, • 
dont on tire successivement 

1 


ç b 1 m b 

~ = ~~, tang Hûl= - 
p a 1 n " 


rm » tan S 

a 1 tangFOJ a fi 
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* 

Dan? ce cas-ci, le second diamètre OH ne rencontrant 
pas la courbe ,* on pourra prendre 0 I et 1 R au lieu de 
OG et de G Hde la fig. 5o , ou faire *' = a , et comme 
* J/è fi' 

#n aura 


ce qui donnera le point R. 

Dans la parabole , on a n = o ; il suit de là que l’axe 
des t , F O , Jig. 5a, est parallèle à celui desar, efque p tG ^ 
sà position ne dépend que du point O , où il rencontre 
la courbe. Ce point se trouve déterminé par la quantité 
a, laquelle représente évidemment l’abscisse JE, qui 
répond sur l'axe IB t au point de la courbe où l’on a 

Q 52 C 

en même temps t — o, u = o. L’équàtion — = — 

donne la tangente trigonométrique de l’angle compris 
entre l’axe des t et celui des u\ et si l’on mène ce dernier 
// T , par le point O , il sera en même temps tangent à 
la parabole, d’après la remarque faite plus baut, .rela- 
tivement à l’ellipse; 

1 4o. Dans les équations 

a ' 1 u 1 -fi ' 1 T =0' * b'\ b n r — a' x u x =a - b'\ 
dont la première appartient à l’ellipse* et la seconde à 
1 hyperbole , les lettres a et b' représentent les deux 
demi-diamètres conjugués; en effet , quand 1 * — o , il 
vient 

t = a' on F 0=a' 

et lorsque t— o , il Vient 

b' 1, ou u* = — £'*, 

ce qui donne pour l'hyperbole comme pour l’ellipse, 

* K 3 
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Off = b' ( 118). 

Il est facile de voir que les quantités m, n’p, q , peuvent , 
au moyen des équations TO l + nl = i, p l +q l = i m 
et des expressions de à 1 et de b' l , être éliminées de • 
l’équation de condition qui détermine les diamètres con- 
jugués, et qu’on doit parvenir à une relation entre ces 
lignes et les demi-axes. 

Lorsqu’il s’agit de l’ellipse , on a (i35) 


«* n q -f- b % mp — o, 


b'* = 


a 1 n * -j- b 1 m* * 
a 1 y 


q 1 + b*p l 

ên combinant ces équations avec 0 

m* +n*= i f p l + q 1 = 1 , 

pour en éliminer les quatre quantités m, n, p , q, 
l’équation Gnale ne repfernymt plus que les quatre lettre» 
a, b, a' et b’ , exprimera la relation demandée. De 
l’équation 


on tire 


a 1 n q + b* mp— o , 
n q = — mp; 


élevant au quarré, et substituant pour ri 1 et q l , leur» 
Valeurs 1 — m*, * — p l > il viendra 

a 4 ( 1 — m 1 ) ( 1 — p*) = M m 1 p 1 , 
d'où -on tirera 

• t . e 4 (i — p*) , t b*p l 

• m fc 4 .p 1 +a 4 ( 1 — p 1 )’ 1 m , Wp' + atQi — p 1 )' 

Mettant aussi pour n 1 et pour q 1 , leurs valeurs dans les 
expressions de d l et de b ,% } on formera ces équations î 
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a' 1 { a‘( i — - m l ) -f- b x m 1 } — a 1 b *V 
4“{û 1 (i- P l ) + b l P‘j =sa*i*} 

«t chassant /n l et i — m~ de la première , on aura 

I Mp--fc-a‘(i — p ) J 
résultat dpnt les deux membres se divisent par a x b 1 , et 
qui donne ensuite t 

«'‘{iy+aH.- p‘)} = 5«p* + «4Çr— p 1 ). 

De cette dernière équation, on éliminera en prenant 
sa valeur dans 

b ' 1 {a 1 (jri — p 1 )-}- b l p x }~a'b x , 

on trouvera , autres la substitution et les réductions 
qu’elle entraîne , * 

* a 1 + b' ‘ =a l + b 1 ou fÔ*-f ÔÏ^=~Ôr+~Ôi\ 

En traitant de la même manière les équations (i3G) 

b l mp—a'nq=o, 

, * a 1 b 1 


b' l = — -^ — — , 

b x p l — a l q x 

qui se rapportent à l’hyperbole, on obtiendra- 

a x — b’ x =.a x — b 1 , ou FÔ a — ÔTi^ÏJL'—ÔL*. ' 

Donc la somme des quartés dès dêmi -diamètres conjugués 
dans l'ellipse, ou leur différence dans l’hyperbole , est 
égalé à la somme des quarrés des de mi- au: es , ou à leur , 
différence. 

T^T. wî on multiplie entre elles les expressions ds <d " 

*î de b' 1 dans l’ellipse, on obtiendra 

N 4 
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a* n* q* + a 1 b l n l p l + a 1 b 1 m 1 q 1 -j- b*m l 'p x ' 
mais en quarrant l’équation a x nq b 1 mp r= o , il vient 

a*n x q x + 2 a 1 b 1 mnp q -f- b^m x p x = o , 
ou 

a^n x q*-f~ b^m* p* — — 2 a* b* mnp q’, 
avec cette valeur, on fera disparoître le premier et le 
dernier terme du dénominateur de l’expression de a'*4'% 
qui deviendra 

«4M 




a a b % 


-2 a % b* mnp q-\- a? b x m* q* 
a* b* * 


( np — mqy ' # 

preiftnt de part et d’autre la racine quarrée , on aura 

fl ♦ 

a' &' = • — ou a' b' (np — ma') — a b. 

n p — mq r ^ 

Il est important de remarquer que la quantité np—qm 
n’est autre chose que le sinus de l’angle que font entre 
FIG. So. çux | es deux diamètres conjugués FO et 0 fj, car n etm 
étant le sinus et le cosinus de l’angle FOI , q et p le 
sinus et le cosinus de l’angle H O I , la formule 

sin F 0 H-.sin ( F 0 1+ H 0 1 ) 

= sin F 01 cos H 01 -f- cos F 0 Isin HO I ( il ), 

donne 

sin FO H—np — m q , 

si l’on fait attention que l’angle HO 1 tombant an-des- 

♦ * , „ ... . , .. b*mp 

sous de taxe II, a un sinus negatir, q=-~ a * n " * 

qu’il faut«rendre positif dans cette Formule, et prendre 
par conséquent — q au lieu de -f- q : on aura donc 
<ïb'tmFOH = a b. 
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Il est facile devoir que si du point .F on abaisse sur OH 
la perpendiculaire FQ, on aura 

, F Q F Os'mF OH sin FO H-, 

et que par conséquent la surface du parallélogramme 
FH= OH X FQ==a'b' sinFOH: 
on doitdonc conclure de ce qui précèdç que le rectangle 
formé sur les demi-axes a et 6 ôu 01 et OL , est égal 
au parallélogramme FH, formé sur les deux demi-dia- 
mètres conjugués OF et 0 ff. 

On reconnoîtra que la même propriété a lieu dan» 
l’hyperbole, en formant de même le produit mais 

il faudra prendre garde que d#ns la figure 5i , l’angle FIG. Si. 

• FOH = HOI— FOI. 

On déduit de là cette propriété remarquable, que les 
parallélogrammes circonscrits à l'ellipse ou inscrits entre 
les deux parties opposées de l'hyperbole , sont tous égaux 
au rectangle des axes, puisque ces parallélogrammes, 
ainsi qu^e montrent les figures, sont composasse quatre 
autres jnffallélogrammes égaux chacun au quart du rec- 
tangle des axes, exprimé par 4 a’b 1 . 

] 42. Si on désigne par s le sinus de l'angle FOH, on 
aura l’équation 

a b' s — a b , « 

que l’on combinera avec 

+ b' * = c* -f- 
dans l eilipse, et avec 

a'*— b'* — a* — b* 

dans i’hyperbole, pour trouver les demi-axes a et b, 
lorsqu’on ne connoîtra que deux demi-diamètres conju- 
gués, et l’angle qu’ib font entre eux. Quand on .aura les 
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* • 

axes, on arrivera facilement aux angles qu’ils font avec 
les diamètres conjugués, en se servant des expressions de 
a! 2 et b' 2 , rapportées dans les n os i35et s36. Nous lais- 
serons au fecteur à effectuer les calculs et les construc- 
tions qui en dérivent ; ce que nous avons dit remplit le 
but que nous nous étions proposé, de montrer comment 
on peut déduire Jes principales propriétés des courbes 
du second degré, par une méthode vraiment analytique, 
et indépendante des constructions géométriques. 

l45. Les propriétés fondamentales de Pellipse , de 
l’hyperbole et de la parabole que nous%vons fait con- 
noître dans le numéro i3 # 4, et qui ont lieu , soit par rap- 
port aux axes, soit par rapport aux diamètres, se re- 
trouvent dans les differentes courbes qui résultent de 
l’intersection de la surface conique par un plan quel- 
conque. En voici les démonstrations synthétiques. 

FfG. 53 . Soit AS B ,Jlg. 53, un cône quelconque à base circu- 

laire, c’est-à-dire le corps terminé par la surface qu’en- 
gendre, e»glissant sur la circonférence du cercl^CBZ?, 
une droite assujettieàpasserparle point S, dans tWites les 
positions qu’elle prend. 11 est évident, i°. quesi l’on coupe 
ce corpsparun plan quelconque CSD , mené par le som- 
met S du cône, on obtiendra deux lignes droites qui répon- 
dent aux deux positions prises par la droite génératrice, 
lorsqu’elle est parvenue successivement aux points C et D, 
dans lesquels le plan CSD rencontre la circonférence 
ACBD. 3°. Si le plan coupant est À CB' D ' , parallèle au 
plan de la base A CBD, la section sera un cercle, ainsi qu’iï 
est aisé de s’en convaincre en concevant qu’on ait mené 
^ par le point S et le centre de la base l’bare S 0 du cône 
proposé, et que l'on ait fait passer par cet axe deux 
plans quelconques ASB et CSD , dont les intersections 


il 
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respectives avec A CB D , A'C B'D' soient AB et A' B', 

C D et C' D' \ car on aura alors les triangles semblables 
COS, C'O'S, 

qui donneront 

CO: CO' : : S O : SC, 

et les triangles semblables A OS , A' CS, qui donneront 
. AO -A' O' ::SO : S O ' , 
d’où on conclura 

AO: A' O' : : C O : C O' : 

m 

et puisque par construction AO — CO , on aura 
AO' — C'O', 

ce qui prouve que tous les rayons de la section A' C B'D' 
sont égaux, qu’elle est par conséquent un cercle. 

Il est à propos d’observer que la surface du cône s’étend 
indéfiniment , soit au-dessous du plan de la base A B CD , 
soit au-dessus de son sommet S, puisque rien ne limite la 
longueur de la droite génératrice; il est aisé de sentir 
que la partie S b du prolongement de la droite SB, 
décrit un second cône placé dans une situation inverse 
du premier. 

1 44. Ces préliminaires étant posés, concevons, i°. que' 
le cône ASB ,fig. 54 , soit coupé par un plan qui ren- 
contre en même temps les deux côtés A S et 5 B, et qui, 
par conséquent, n’entre point dans le cône supérieur aSb-, 
il est évident que dans ce cas la section lMl'm sera 
une coiirbe fermée ou rentrante en elle-même. Soit GH 
la commune section du plan coupant avec le plan de 
la base A CBD\ imaginons que la ligne A OB, qui dé- 
termine la position du plan triangulaire ASB, soit per- 
pendiculaire sur GH, et supposons menés parallèlement 
à ACBD , deux plans EMFrrt, E’M'F'm, qui rencon- 




FIG. 54- 
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t reront en même temps le plan coupant IM T m : les com- 
munes sections des deux premiers avec le troisième, 
représentées par Mm, M'm , seront parallèles à G H, et 
par conséquent.perpendiculaires aux lignes E F et E' F , 
qui sont parantes entre elles, comme étant les communes 
sections des plans E MF m , E' M' F' m', par le plan A S B. 
Les courbes E M F m, E' M F' m'é tant des circonfé- 
rences de cercle ( n°. précéd. ) , on aura , 

PM'==ITPxFP, FÏ‘ = fTp X F P'~ 
Mais^la ligne 1 1 , comftmne section des plans A S B et 

I MI' m, forme avec les lignes F. F, E' F , et les côtés du 
cône, les triangles!? I P, E' IP' , semblables entre eux, 
et les triangles F F P, F'I'P', aussi semblables entre eux; 
les deux premiers donneront, 

EP-.E' P' :: IP: IF ; 

et les deux autres , 

FP.F'P' :: V P : T’P'; 

multipliant ces proportions par ordre, on aura 

ëpxfp-.ëf xr~p’ ::1 pxT~p -.ÏP' xTF, 

et substituant kEPxPPe t E' P' x F P', leurs valeur* 
Y Aï* et P' M'* , on obtiendra 

P~M % : P ' M :: ÏP x V~P:Tp ■ xT~P' 

proportion qui exprime la propriété caractérietiqne de 
l’ellipse , énoncée dans le n°. i34. 

l45. Il est à propos de remarquer que si le triangle 
SlI' étoit semblable au triangle SAB, sans qne la ligne 

I I fût parallèle à A B, ce qui auroit lieu si l’angle SIl' 
étoit égal à SAB, et que S V I le fût à SB A, alors les 
triangles E/’Iet F F P étant semblables entre eu* comme 
les prééédens , donneroieftî 


» 


Digitized by Google 



2o5 


• A LA GÉOMÉTRIE. 

JE P : l' P II 1 P : F P, du JTT'X FP^rFxÏP ; 
et parce que dans le cercle E M F on a 

FM 2 = £P X py, 

on auroit aussi t 

~pj\f —FP-X.TF. 

La f ection I M Y m seroit donc efle-même un cercle^lans 
ce cas , si les ordonnéep P M étoient perpendiculaires au 
diamètre I 1' ; mais’pour que cette dernière conditionsoit 
remplie, il faut que la commune section G H du plan 
coupant et de la base du cône soit perpendiculaire à-la- 
fois sur la droite G A et sur la droite G I, c'est-à-dire, 
qu’elle soit perpendiculaire au triangle S B mené par 
l'axe, et que par conséquent celui-ci soit lui-même per- 
pendiculaire au plan de la base du tône et au plan cou- 
pant. Lorsque ces circonstances se rencontrent ensemble, 
le plan coupant estait antiparallèle k celui de la base , et 
il en résulte que dans un cône à base circulaire, la section 
antiparallèle à cette base est un cercle de même que la 
section parallèle. 

3 46 . Si le plan coupant étoit , par rapport aux côtés 
. du cône , dans la situation que représente la figure 5 5 , FIG. ss. ‘ 
c’est-à-dire qu’il pût rencontrer en même temps les deux 
cônes opposés, il formeroitdans chaque cône une courbe 
indéfinie , puisqu’une fois entré dans le cône , ce plan ne 
sauroit plus en être dégagé. Les deux cônes opposés ne 
formant, à proprement parler, qu’une seule surface, 
les deux courbes K 1 A et K' V h' doivent être regardées 
comme n’en composant qu’une seule. Il est facile de 
reoonnoître déjà une ressemblance marquée entre cette 
courbe et l'hyperbole; mais pour prouver leur identité, 
il faut de plus retrouver dans la première une des pro- 

* 
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priétés caractéristiques de la*seconde. En supposant que 
il plan AS B soit déterminé comme dans le numéro 1 44 , 
qu’on ait mené le plan EM F m parallèle à A C B D , et 
t iré les droites l'I, Mm, M’ m' , qui sont les communes 
sections du ]flan coupant avec les trois plans AS B, EMFm , 
ACBD , on comparera entre eux les triangles semblables 
FP r I,AlP‘ , qui donneront 

EP :AP' y.JP.lP' , 

et les triangles semblables Fl'P, Bl' P', qui donneront 
FP :BP' ’.l ï P : l' P' ; 

multipliant ces deux proportions par ordre , il viendra 

ÊP xfj j : TFxb~p' ::Tp xTp : ÏP 7 x FF. 

• Mais à cause que les sections E MF m et A CRD sont des 
cercles dont les diamètres E F et A B sont perpendicu- 
laires aux lignes M m et M' m' , par construction , on aura 

ëJxfp—TTF, aF x bF~Fm\ 

et par conséquent 

'pTf : p 7 ! 1 TFx fp : TF x FF, 

proportion dans laquelle se trouve exprimée la propriété 
caractéristique de l’hyperbole , énoncée dans le n°. io4. 

1 47. Il nous reste encore à examiner le cas où le plan 
coupant seroit parallèle à l’un des côtés du cône, ainsi 
FIG. 5 S. <I ue I e montre la figure 5G. Il ne pourroit alors rencontrer 
qu’un seul des deux cônes opposés ; mais il ne s’en déga- 
geroit jamais , en sorte que la section MIm seroit une 
courbe ouverte et indéfinie, comme la parabole, avec 
laquelle nous allons prouver qu’elle est identique. Les 
plans A S B , EMFm, A C B D , étant menés dans 1 les 
mêmes conditions que ci-dessus, le parallélisme des lignes 
IP' et S\ B, donne 
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d’un autre côté, les triangles E JP, Al P' , étant sem- 
blables, conduisent à 


E P : A P’ :: IPAF ; 


multipliant l’un des termes du second rapport par F P, et 
l’autre par B P ' , il viendra 

• • 

Tp xfp : Tp' x~bp‘ :: ip-.ip'. 

x ' ** 1 f ■. i 

Mais dans les cercles EMFm et A CB D , on’a toujours 

TJf =Ê~P xTp, Pld' * *TdF ^fp 7 ; 

on aura donc 


PM : P M' y. 1P:IP', 

proportion qui n’est que l’expression de la propriété ca- 
ractéristique de la parabole, énoncée dans le n°. 1 34 . 

1 48 . Examinons à présent les propriétés des lignes 
droites qui coupant ou qui touchent les courbes du second 
degré. Poursuivre la méthode que nous avons employée 
à l’égard du cercle en particulier (101) , nous prendrons 
l’équation 

y — p=zA(x — et), 

qui appartient à la droite passant par le point dont les 
coordonnées sont * et / 3 , et faisant avec l’axe des abs- 
cisses un angle dont la tangente trigonométrique est A ; 
noi^s la combinerons avec l’équation y a = m x + n x * , 
semblable à celle du numéro 12 1 , et comprenant par 
coneéquentles trois courbes du second degré. En faisant 
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x = ü 


Vi + A' 


y=P+ 


et posant pour abréger - 


V 1 -f- .4 a ’ 

A ' , il viendra 


{/ î-j- A* 
x = tc-j-A‘z, y = fi-\-A'Az: 

substituant ces valeurs dansl’équatian = mx-j-nx * 
nons obtiendrons cette transformée 

# 

, r ma 4- m A z 

^+3^4'î+//’i*= , a 7 , 

‘ , l-f-na . ®+2 nA az ^nA 1 z a . 

Passant tous les termes dans un seul membre, et ordon- 
nant par rapport à z, nous trouverons 
(A* — n)/4' a z a -{-(/ îA — {m — na) 2 /ï z fi* — ma — na 1 — o, 
ce qui revient à 

, a (fi A — \m — n a) fi* — ma — n a* 

** + 7~TZ “7 Z+~ = 0 . 


(A*~n--)A 


(/J a — ri)À 


Dans cette équation, l’inconnue z représente la distance 
FIG. 58. EM, fi". 58 , entre le point donné E, et l’un des points 
d'intersection M et M' delà droite proposée EM, avec 
la courbe A C ; par le moyen de sa valeur , on par- 
viendra facilement à celles des coordonnées de cette 

intersection. 

j 

1 «* 

x4y. En raisonnant ici comme pour le cas du cer- 
cle (io3), on verra que les, deux valeurs de z doivent 
devenir égales lotsque la ligne proposée ne fait plus que 
toucher la courbe , comme en N , parce que les points 
Met M' se rapprochent de plus en plus, à mesure que 
la ligne E M s’approche de E M ta différence des 
deux valeurs de s comprises dans la formule 
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/ \A — \m — not^g / (&A — £m — nx'Ÿ £■“ — nw — «•* 
* = Ç4'-»)A r ~V V {A'—n)A' ) ~ \^-n)A' % 


étant exprimée par 




-ma — ne? 


{A*^-n)A* 


et donnant toujours la longueur de la corde MM' , devient 
nulle lorsque les points M et M' coïncident , et fournit 
par conséquent pour le point de contact N, l’équatiou 


( liA — — n«\* /S* — mot — net* 
~(A % —n)A~) (A*—n)A‘*' — ° ^ 1 >‘ 

En la développant , A'* disparoîtra comme diviseur com- 
mun à tous les ternies , et la résultante sera l’équation 
qui doit donner A , et faire connoître par conséquent 
la position de la droite EN, menée par le point E, tan- 
gentiellement à la courbe AC. 


Ne voulant considérer que les cas les plus simples f 
nous supposerons que le point E soit pris sur l’axe des 
abscisses AP , fig. '5g , il résultera dé là /? = o , et 5 g . 

(jm-fuct)* mot-J-ned" 

( A * — n)* ** A * — n °‘ 

cette dernière se réduit , après le développement, à 
jm* -j- ma A* -f- n a* A* = o , 

on donne 



V ' — mot — n a® 


Cette expression se présente sous une forme imaginaire , 
mais elle peut devenir réelle par les valeurs particulières 
que recevront les quantités m, net a, et cela arrive 
pour tous les cas où la position du point E et la nature 
de la courbe permettent de lui mener une tangente par 
ce point. 

Trigonométrie. O 
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' i 5o. Il y a encore un cas dans lequèl la condition 
de contingence se simplifie beaucoup , c’est celui où le 
point donné étant sur la courbe même, se confond avec 
le point de contact. Concevons en effet que le point £ 
FIG. 58. passe en M, fig. 58; il y aura alors entre et et fi la 
même relation qu’entre x et y , sur la courbe A C , 
c’est-à-dire qu’on aura 

£* s= et* ou fi* — met — n«.* = o, 

ce qui réduira l’équation ( î ) à la suivante 
fi A — î m — net = o, 

d’où on tirera 

A j m -f- n et 

fi 

Telle est l’expression de la tangente de l’angle que 
doit faire avec l’axe des abscisses la droite TM pour 
toucher la courbe AC. 

La position de cette droite seroit donnée d’une ma- 
nière plus commode si l’on en connoissoit un second 
point ; et celui qui s’offre le plus naturellement, est le 
point T, où elle rencontre l’axe des abscisses , et pour 
lequel on a y — o dans l’équation y — fi~A (x — «) 
(8i). Il résulte de là 


— fie=s A — et) et 


_ é 1 

et_ A , 


la quantité x — « étant la différence des abscisses des 
points M et T , désigne la portion PT de l’axe A B : 
mettant donc pour A sa valeur , on aura 

fi 

P r=- 

j TU -j- 71 et 

La ligne P T est nommée la soutangente , et lors- 


(*) Dans la figure, PT eat la somme des lignes adTet jiP, parc» 
que l’abscisse AT du point T est négative par rapport A 1 abicisie AP, 
du point P (7a). 
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Qu’elle est construite , on obtient la tangente en joi- 
gnant le point M et le point T par une droite. 

i5i. Pour connoître l’expression de la soutangente 
dans chacune des courbes du second degré en particu- 
lier , il suliit de comparer successivement les équations 


y“=^(3a«— *•), y*=^(x?—aax), y*=px, 

avec l’équation y*= mx -J- n x*. En observant comme 

ci-dessus que a. et désignant les coordonnées du point 

de contact situé sur la courbe , ont entre eux les mêmes 

relations que x et y, et substituant en conséquence pour 

/£* sa valeur , on trouvera , par la première équation 

appartenante à l’ellipse , 

P , nm 2 û|£* 2 ait — et* 

m=p,n = — r -, do ÙPT— -, 

au p{a — et) a— -a 

par la seconde , appartenante à l'hyperbole , 

P „ . s a/2* a* — sait 

— p ,n = — *• d onPT= ; r = — » 

r a a — a) a . — a 

par la troisième enfin , appartenante à la parabole , 

, 2 /3 a 

m = p,n = o, d’où PT~ — ■ — — — a et. 

P 

Cette dernière expression , la plus simple des trois , 
nous apprend que dans la parabole la soutangente est 
double de l’abscisse. Le signe - - qui l’aîFecte , ainsi que 
les autres , montre qu’elle doit être prise sur l’axe AB , 
à partir du point P , vers le côté où se portent les x 
négatifs ; mais comme la forme des courbes indique suf- 
fisamment de quel côté doit tomber la soutangente , on 
fera désormais abstraction du signe de son expression. 

La construction des premières expressions n’offre 
pas beaucoup plus de difficulté : on a pour l’ellipse 


a — et : a a — et 


a — et 


pour l’hyperbole ' 


O » 
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*• — sa« , 

et — a : et — a ai: et : = PT; 

• a — a 

ainsi , tout se réduit à trouver des quatrièmes propor- 
tionnelles. 

Il est bien remarquable que le second axe b n’entre 
point dans ces expressions ; il en résulte que pour la 
meme abscisse , la soutangente est la même dans toutes 
les ellipses qui ont le même grand axe , et qu’il en 
arrive autant aux hyperboles. L’ellipse se changeant 
en cercle lorsque b —a, on peut mener la tangente à 
la première de ces courbes par le moyen de celle de 
KG. 46. l a seconde ; car si l’on prolonge l’ordonnée p m , Gg 46 , 
jusqu’à la rencontre du cercle décrit sur le grand axe , 
et qu’on tire la droite n T tangente à ce dernier , au 
point n , la soutangente p T conviendra aussi , d’après 
ce qui précède , au point m de l’ellipse , dont la tan- 
gente s’obtiendra par conséquent en joignant le point T 
et le point m. On auroit une construction semblable 
pour les' hyperboles quelconques , en partant des sou- 
tangentes de l’hyperbole équilatère ( ia5). 

i5a. Quand on a la soutangente , il est facile d’en 
déduire les expressions de la tangente , de la so us- 
normale et de la normale : ce sont les noms qu on 
donne aux lignes TM, PR et MR, fig 58. La première 
110 ■ 58 - es t la portion de la tangente comprise entre le point de 
contact et l’axe des abscisses ; la seconde est la partie 
de l’axe des abscisses comprise entre le pied de l’or- 
donnée PM et le point R , où une droite , menée perpen- 
diculairement à la tangente par le point M , rencontre 
Taxé des abscisses ; enfin la troisième est la longueur 
même de cette perpendiculaire , mesurée depuis le 
point M jusqu’à l’axe des abscisses. 

i°. Par le triangle TMP, rectangle en P, on a 

MT=\f~ PM -f PT. 


/ 
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2 *. Les triangles PMT, PMR, semblables entre eux 
xomme étant formés par la perpendiculaire PM, abaissée 
•de l’angle droit du triangle TMR, rectangle en M , 
donneront. 

j 

PM 

PT .PM:: PM: PR, d’où PR — . 

PT 

3°. Il résulte du triangle MP R , rectangle en P , 
MR — ^ PM + Pli. 


Il est visible que ces formules conviennent à toutes 
les courbes , et qu& pour les appliquer à l’ellipse , par 
exemple , il faut mettre dans la première et dans la 
seconde, au lieu de PM et de PT, les valeurs relatives 
à cette courbe , puis avec la valeur qu’on obtiendra 
pour PR et celle de PM , on formera celle de MR ; 
il faudra opérer de même par rapport à l’hyperbole et 
|à la parabole. Nous nous bornerons à rapporter ici les 
résultats de ces substitutions, qui n’ont par elles-mêmes 
aucune difficulté. Pour l’ellipse 


2 a* — ** , /aa* — **\* 

b' i M 

PR-=.-{a—a) , MR — - (aa*— «») +- (a—*)» 

pour l’hyperbole 

PT =—* MT =V ) 

g S b % b ^ 

PR —~S et ~ C 0> 2ûtt)+-(«— g)% 

pour la parabole 

P T=üa MT— K pa-t 4 a», 

PR = îp MR= j/>\ 

O 5 
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On obtient des résultats un peu plus simples , à l’égard 
des deux premières courbes , lorsqu’on compte les abs- • 
cisses à partir du centre , ce qu’on ne peut faire pour la 
troisième , qui en est dépourvue ( 121 ). Pour parvenir 
à ces résultat* , il suffit de faire et = a — • et! dans l’ellipse, 
et et = *! -f. a dans l’hyperbole ( i3n ) ; et ' sera la nou- 
velle abscisse prise à partir du centre : ces substitutions- 
et les réductions qui s’ensuivent étant effectuées , il 
viendra pour l’ellipse , 


pour l’hyperbole. 
„» 



'a* — «. 7 *\* 


’A» 

b * 

-*'*) + 
a 1 

— V» 

* 

. . / 


'b* , 

— (*'*— a*) -f-( 

'a'*— a* y 



pr =£?> 


i53. Quelqu’ élégante que doive' paroître la méthode 
que nous avons employée ci-dessus pour mener les tan- 
gentes aux courbes du second degré , nous croyons ne 
pas devoir passer sous silence les solutions synthétiques 
que les Anciens ont données de cè problème , et nous 
allons les exposer succinctement. 

flG. 45 . 1 * Par le P oint M, pris sur l’ellipse , fig. 45 , on mènera 

les deux rayons vecteurs FM et F' M; on prolongera 
l’un «feux, F' M par exemple , d’une quantité MG 
égale à FM; on tirera ensuite FG , et la droite MH 
^perpendiculaire sur le milieu de FG , sera tangente au 
point M, car elle n’aura que ce point de commun avec 
la courbe. En effet, si l’on prend un autre point quel— 
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conque N sur cette droite, et qu’on tire les droites FN, 
F' N , on aura 

F' N -f A r G>F / G, 

ce qui revient à 

F N -f F N > F' M+ FM> II' ; 

car par la construction MG = FM, N G — FN ; el 
comme il est aisé de voir que pour les points placés 
au-dedans de l’ellipse , la somme des distances à chacun 
des foyers est moindre que le grand axe , il suit de 
ce qui précède que le point N est hors de l’ellipse , 
puisque la somme de ses rayons vecteurs est plus grande 
que l’axe II'. 

2 °. Lorsque le point proposé M est sur l’hyperbole , 
fig. 47 , H faut porter le plus petit rayon vecteur FM , 
sur le plus grand F' M , et non pas sur son prolonge- 
ment i achevant la construction comme ci-dessus , oa 
aura pour ce cas 

F'tf< F G + iVG<F'G-f. FN, 

d’où il suit 

FN— FN< FG<F' M— FM, 

ce qui prouve que le point N n’est pas sur l’hyperbole. 
Il n’est pas placé dans l’intérieur de cette courbe , car 
iï faudroit , pour que cela fût , que la différence des 
distances à chacun des foyers surpassât le grand axe. 
En effet, si on tire F' m , on a 

F'm-Fm=F'm-f Mm — FM, 
et comme F' m -f- Mm surpasse F'M , il s’ensuit 
F'm — Fm>F' M— FM. 

3V Lorsque le point M est sur une parabole, fig. 4&> 
il n’y a plus qu’un rayon vecteur ; mais l’autre est rem- 
placé par la droite QM parallèle à l’axe IP : le point Q 
tient lieu du point G, puisqu'on a QM= FM. Considé- 
rant ensuite un point N placé ayant ou après le contact , 

O 4 


«G. 4r- 


FIG. 4*. 
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en a en même-temps QN et FN > ON ; le point N 
est donc hors de la courbe. 

Si on appliquoit le calcul à ces constructions , on 
trouveroit les résultats obtenus dans le numéro pré- 
cédent. 

Z 

1 5 4 - La considération des tangentes de l’hyperbole , 
Conduit à une particularité très-remarquable, de la- 
quelle il résulte que quoique son cours s’étende à l’infini, 
chacune de ses branches demeure néanmoins toujours, 
renfermée entre les côtés d’un certain angle , sans 
pôuvoir jamais les atteindre , ainsi qu’on le voit dans la 
ÏIG. 57. Gg. 57 , et ramène ainsi à la circonstance qu’on a fait 
observer dans le n°. ira. Cette circonstance se recon- 
noît en observant la, marche de la soutangente PT , à 
mesure que le point de contact M s’avance sur la courbe 
et s’éloigne du point J, ou , ce qui est la même chose, 
à mesure que 'l’abscisse OP augmente. En désignant OP 

par x, on a { i 5 a) PT=s et comme OT 

x 

= OP — PT, il vient 



On voit évidemment par ce résultat que plus x croît , . 

plus OT diminue , et plus le point T s’approche du 
point O , qu’il ne peut cependant jamais atteindre t 
puisqu’une fraction ne peut jamais devenir absolument 
nulle tant que son numérateur ne s’anéantit pas ; le 
point O doit donc être regardé comme la limite vers 
laquelle le point T tend sans cesse par le progrès de 
l’abscisse. Examinons maintenant les changement qu’é- 
prouve , dans les mêmes circonstances, l’angle MT P 
qui détermine là situation de la tangente par rapport 
à la ligne des abscisses. La tangente trigonométrique de 
cet angle a pour expression 
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• MP b x 

~PT~ - a* C29)j 

/ b 

et prenant la forme , lorsqu’on divise ses 

«1/-Î ' 

deux termes par ,r , elle tend nécessairement vers la 

b a? 

quantité “ à mesure que la fraction — diminue, ou à 

mesure que x augmente. L’angle MT P ne peut donc 
augmenter indéfiniment, et la limite qu’il ne peut at- 
teindre , mais dont il s’approche sans cesse , est l'angle 

EOI , dont la tangente trigonométrique est — ; jamaU 

l’hyperbole ne peut donc parvenir à toucher la ligne E O, 
quelque prolongées qu'on les suppose l’une et l’autre. 

Pour construire l’angle EOI , il faut prendre sur 
l’axe II' une abscisse à volonté , le demi-axe OI , par 
exemple , et le triangle rectangle EOI donnant E I 
— OI tang EOI , on aura 

El — OI X ~ = 

puisque OI— a. Élevant donc au point /la perpendicu- 
laire El— b, la droite OE, qui joindra les points O et E, 
sera la limite de toutes les tangentes de la branche IK 
de l’hyberbole : cette limite se nomme asymptote. Il est. 
évident qu’il en existe une seconde Oe placée au-des- 
sous de l’axe //', faisant avec cet axe le même angle 
que la première , et servant de limite aux tangentes de 
la branche I k. 

1 55. L’équation de l’hyperbole se simplifie beaucoup, 
lorsqu’on prend les asymptotes pour axes des coordon- 
nées. En effet , menons par le point M } parallèlement 
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â l’asymptote O e , uûe nouvelle ordonnée QM , et 
faisons QO =zt , QM=u; l’angle EOI compris entre 
1 axe des t , Ç)0 , et celui des x, 77', aura évidemment 
07 * ... JE 

pour cosinus pour sinus et comme on a 


01— a, IE=b, OE — O/'-f /£*— 

îl en résultera ( 1 1 G ) , 

a b 

Tn t J1 — 

^d'+b'- y/a'+b* 

Considérant ensuite l’axe des u , O e , nous trouverons 

Te 


_ r 01 

cos eO/=— - , 
O e 


sin e O I = 


Oe ’ 


et comme O e ~ 0 E , 7e == — TE, il viendra 
a — b 

q ^ a? + b * * 


y — nt+qu. 


P=— 

K «*+£* 

et par les formules générales 
x=mt pu , , 
nous aurons 

a(f-j-u) &(t — u) 

37 ■ — - «; — - - v y 

Substituant ces valeurs dans l’équation — a t y*=a t b*, 

elle se changera , après les réductions , , en 

4 tu a 

■ ^ ^rpi=>) ou *“=1(0*+**)- (*) 

\ i. 

(*■) On déduiroit immédiatement de l'équation générale dea lignes 
du second ordre, l'équation de l’hyperbole par rapport à ses asymp- 
totes , en observant que lorsqu’on transforme les coordonnées , en 
laissant indéterminé l’angle des nouvelles coordonnées, on a, pari» 
K”. 1 17 , quatre quantités arbitraires dont on peut disposer pour faire 
disparoitre les termes affectél.àe t’, u % Set u ; ce qui réduit I’équatioO 
à là forme autzx. y, maie on ne trouve pour mtta dea valeurs 
réelles que quand 4 , c’est-à-dire pour l'hyperbole seulement. 
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Cette dernière équation met bien en évidence la pro- 
priété dont jouissent les asymptotes , car on en tire- 


u = 


Ka*+i‘) 


ou 


QM~ *- 


i OE 


t ' " v ço * 

ce qui montre que l’ordonnée QM \ a toujours en dimi- 
nuant à mesure que le point Ç s’éloigne du point O , 
mais qu’elle ne peut jamais devenir nulle. 


Lorsque l’hyperbole proposée est équilatère . h — o; 

la tangente de l’angle EOI , exprimée par ~ , se réduit 

alors à i ; chaque asymptote fait par conséquent avec 
l’axe II' un angle égal à oS,5 , et les deux comprennent 
entre elles un angle droit. L’équation t u = \ (a* -f- Z>’) 
devenant tu = ja*, nous apprend que le produit de* 
coordonnées t et u est égal à la moitié du quarré du 
demi-grand axe OI. 

Il est à propos de remarquer que si l’on mène par le 
point 7 les droites ID et Id , respectivement parallèles à 
Oe et à OE , on formera un losange dont les côtés ID 
et Id seront , par rapport aux asymptotes , les coordon- 
nées du point I situé sur l’axe ; on aura par conséquent 


JDXld = lD = \(a* + b"), 
d’où on tirera 

IDz=i kV-J- b\ 

et ep général 

ço x qm=zÏd'. 

Dans le cas de l’hyperbole équilatère , le losange Dd 
devient un quarré, puisque l’angle DOd est droit. 

Le quarré / D , équivalent au quart de la somme des 
quarrés des demi-axes de l’hyperbole , est ce que les 
anciens géomètres désignoient sous le nom de puissance 
de l’hyperbole» > 
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i5G. II est visible que si l’on prolonge les lignes PM 
et PM ' , ordonnées relatives à l’axe II'' , jusqu’à la ren- 
contre des asymptotes OE et Oc, les parties MR et M'R' 
de ces ordonnées, interceptées entre chaque branche 
de courbe et son asymptote, sont égales entre-elles. La 
même propriété a lieu par rapport à une droite quel- 
conque menée par un point quelconque de l’hyperbole. 
Si l’on tire , par'exemple, MN ' , on aura GM= G' N ' , 
quelque position qu’ait MN'. Pour le prouver , nous 
commencerons par observer que puisque 



MR = PR — PM= — (x — PV — a 1 ), 

a 

MR!— PR +PM' = ~ (x-f Kc*— a*) , 

MR X MR ' = b\ 

Menons ensuite par le point N' la droite SS' parallèle à 
MM' i les triangles semblables RMG , SN'G, donneront 
GM: G N' :: MR : N' S ; 

Jes triangles semblables G 1 N 'S' et R' MG' , donneront 
G'M : G' N' :: MR' : N' S'; • 
multipliant ces deux proportions par ordre , il viendra 
GMX G'M: GN'X CNT ;; MR X MR' : N' S X NT S'; 
et comme en vertu de ce qui précède on a 

MR X MR' '= b » , N' S X N'S'—b*, 

on en conclura . 

GM X G'M — GN' X G’ N'. 

Mettant à la £lace de G'M et de G' N' , leurs valèirs 
G' N' -4- MN ' , GM -f- MN' , faisant les réductions qui 
se présentent après les multiplications indiquées , on 
aura enfin 

GM X MN' = G' N' X MN' , ou GMz=CN r . 


k ■ 


» 
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i5y. Avec le secours de la propriété que nous venons» 
de démontrer-, on décrit bien simplement l’hyperbole 
par points , lorsqu’on a les asymptotes et , un seul 
point M. On tire par ce point un très-grand nombre 
de droites comme MN' , on prend la partie GAI com- 
prise entre le point M et l’asymptote qui en est la plus 
voisine , pour la porter de G' en N' , ce qui donne un 
nouveau point N' de la courbe cherchée. 

Quand on a les asymptotes , on trouve la direction de 
l’axe IP en divisant en deux parties égales l’angle qu’elles 
forment; et comme la tangente de l’angle EOI donne 
le rapport des demi-axes a et b ( i54 ) , il est aisé de 
déterminer ces quantités dès qu’on connoit un point de 


l’hyperbole. L’équation PM 


h l 

a* 


( OP — a* ) donne 


sur-le-champ 


A* Y OP' — PM' 

a % =- — , en représentant 


f 

pgr A la quantité 


6 

a 


1 58 . Outre l’hyperbole dont les branches sont K I!t 
et K'Tli , les lignes OS et OS' comprennent encore 
une autre hyperbole IILh , W L'h! , décrite dans les 
deux autres angles qui forment ces droites, de manière 
que l’axe transverse II' de la première est le second 
axe de la deuxième , qui a pour axe transverse LL ' . 
second axe de la première. La relation qu’ont entre 
elles ces deux courbes, Jes a fait nommer hyperboles 
conjuguées ; elles ont même puissance , et par con- 
séquent , leur équation est la même à l’égard des 
asymptotes : l'angle de ces lignes ou des coordonhée* 
seulement diffère de l’une & l'autre. 

t5g. On a vu ( 190 ) comment on reconnoissoit par la 
forme de l’équation du cercle , combien il falloit de 
points pour le déterminer : la même considération s’ap- 


/ . 
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plique à une courbe quelconque ; et il est visible qu’il 
faut en général autant de points que l'équation de la 
courbe demandée renferme de coefficiens à déterminer. 
L’équation 

Af -f Bxy +Cx* + Dy + Ex — F, 

appartenant aux courbes du second degré en général , 
«tant mise sous la forme 

y * + axy - f bx* •{- cy -\-dx — e , 


ne contient plus que cinq coefficiens, a , b, c , d et e ; 
il suffira donc de cinq points pour particulariser la 
courbe du second degré qu’elle représente. En effet , 
ai les" coordonnées de ces points sont respectivement 




«n formera les cinq équations suivantes : 

r. 

(L * 4 - a a. /3 -f-ôa* -f c Æ +(£<*=:# 

/£'* -fa a' /S' -fi*'» +c/S' -f da! = e 

r 11 + a |B' + -f c|8' -f d«. M = e 

, & m% + a ** F -f &*■» 4- cjS' + du." =s e ■ , 

fi“** 4- a t," 4- b a!"" 4- c /S"" 4- d a!" — e. 

PT ayant pour but que de démontrer la possibilité de la 
détermination des lettres a , b, c,. d, e , èt le nombre de 
conditions qu’elle exige , nous ne nous arrêterons pas 
effectuer les calculs qu’entraîneroit cette opération , 
pour lesquels on peut consulter l’ouvrage de Puissant , 
cité à la page i44> et Où on trouvera sur ce sujet - et 
sur ses applications , les détails les plus impbrtans \ nous 
nous bornerons à observer* que ces équations peuvent 
devenir contradictoires entre elles dans certains cas par- 
ticuliers. S’il arrivoit , par exemple , que trôis des points 
donnés fussent en ligne droite , il ne seroit pas possible 
de faire passer une combe du second degré par ces 
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joints, puisqu’aucune courbe de ce degré ne peut avoir 
plus de deux points communs avec une même droite. 

On conçoit que quand la courbe est donnée d’espèce 
et de pçsition , il faut moins de conditions pour la dé- 
terminer. Si l’on vouloit déterminer une ellipse dont 
le centre et le grand axe fussent donnés de position , on 
n’auroit besoin que de deux points , puisque l’équation 
a % y a -}- b % x* r= a* b* , relative à ce cas , ne renferme 
que deux coelliciens , a , b , qui dépendroient alors des 
équations 

(? £* + b‘*' = a* b * , 

a % y* +£*«.'“ =a* 4 *, 

• • * 

160. Nous avons montré dans le numéro 69 comment 
î’équatksi du second degré se construisoit par le moyen 
d’une circonférence de cercle et d’une droite; nous avons 
faitvoir,n°. 101, que les deux racines étoient données par 
les deux intersections que peuvent avoir entre elles ces 
lignes , et que de cette manière on regardoit l’équation 
proposée comme le résultat de rélimination d’une in- 
connue entre deux équations à deux indéterminées , 
l’une appartenant à la droite , et l’autre au cercle ; si 
l’on généralise ce point de vue , on aura le moyen de 
construire des équations d’un degré quelconque. En 
effet , si l’on a , par exemple , l’équation 

x* — b* x* -f" c 3 — d* = o , 

. • 

©n pourra la regarder comme le résultat de l’élimina- 
tion d’une inconnue y , entre deux équations du 
second degré , renfermant en même temps x et y , 
et appartenant par conséquent à deux courbes. Trou- 
ver ces équations est un problème indéterminé , car il 
y a une infinité de systèmes d’équations qui peuvent 
produire la proposée ; prenons-en donc une arbitraire- 
remeat. Soit x* = py , on aura 

x<=:p*y% 



224 APPLICATION DE L’ALGÈBRE, 
et substituant dans l’équation proposée , il viendra 
p*y* — b*py + (?x — d* z= o , 


ou 


, c 3 d* 


Il est aisé de reconnoître que cette équation appartient 
à une parabole (120); et pour la mettre sous la forme 
la plus simple , il suffit de faire disparoître le terme mul- 

, J* 

tiplié par y, ce qui s’effectuera en prenant^ =y + — • 
On aura , après la substitution , 

’ c 3 Ad* • 4* ^ 

V*-4 x — — -=<y, ' > 

y ^P % 4 p “ ’ . . • 

résultat qui peut s’écrire ainsi : 

■ y"=*p{-7?— 

et qui montre que la parabole à laquelle il appartient a 

S • . v . ■* 

pour paramètre la quantité — , et que les abscisses 

comptées à partir de son sommet , sont égales à la diffe- 

i tv & d * 

ïence entre la quantité 


-xi , 

k * 


et les ordonnées de la 


première parabole x* ~ py. En effet, si 1 on porte per 
ne. 60 . pendiculairementàl’axe AB des abscisses, fig. 60, etdu 

(** ^ - b i 

côté des ordonnées positives, une distance A <t — ~, la 

•droite « 0 , menée parallèlement à AB , sera l'axe à par- 
tir duquel on doit prendre les y. Ile sommet de la para- 
bole dont y' désigne l’ordonnée , correspondant au point 

b* + 4d* .. 

où l’on- a y' =0, ce qui arrive quand x — - Js > 

' * 

faudra 
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M4- 4 ^, 

faudra faire AD — — -5 , et ayant élevé D<f à angle 

droit sur AB , le point S sera le sommet de la seconde 
parabole G J' H, , <T <t en sera l’axe ; et connoissant son 
paramètre, rien ne sera plus facile que de la construire 
par points , suivant le procédé du numéro 129. Quant à 
la première parabole E A F , donnée par l’équation 
x*=py, il est visible qu’elle a son sommet à l’originel 
des coordonnées , et pour axe celui des y , A C. Lors- 
qu’elle sera Construite, les points M , M ' , M“ , M " , oti 
elle rencontrera la parabole G S H , auront des abscisses 
égales aux racines de l’équation proposée , puisqu’à ces 
points les valeurs de x satisfont en meme-temps aux 
deux équations 


**=py> 

. Py* — b* py c 3 x — d* — a h 
desquelles résulte la proposée. 

Pour représenter le cas le plus général , nous avons . 
disposé l’équation proposée et la figure de manière que 
les deux courbes se rencontrassent en quatre points ; mais 
cette circonstance n’aura lieu qu’autant que l’équation 
proposée aura ses quatre racines réelles. Si, par exemple, 
l’axe ié de la parabole G S H tomboit au-dessous de 
AB , ce qui arriveroit si le terme b* py avoit le signe -f-, 

b* 

puisqu’il faudrait faire alors y — — , il n’y aurait 

que deux intersections au plus , car il est bien clair que 
la branche <f H ne pourrait plus rencontrer la para- 
bole EAF ; dans certains cas meme, la courbe G*H se 
trouvera toute entière au-dessous de EAF , et alors les 
racines de la proposée seront imaginaires. 

On voit au reste par cette construction , comme par 
la théorie des équations , que l’équation du quatrième 
degré ne peut avoir qu'ua nombre pair de racines 
7 ’rigonomëtrie. P 
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réelles, puisque les deux paraboles E ÂF et GIH ne 
peuvent se couper qu’en deux ou en quatre points. 

1 61 . Il suit aussi de là que le cercle et la ligne droite 
ne pouvant se rencontrer en plus de deux points , ne 
peuvent résoudre que des problèmes susceptibles d’être 
ramenés à des équations du second degré , et ne sauraient 
par conséquent suffire pour résoudre ceux qui passent 
. ce degré , tels que les problèmes de la duplication du 
cube et de la trisection de l’angle, si fameux dans l’an- 
tiquité. 

Par le premier , il s’agit de trouver le côté d’un cube 
dont le volume soit double de celui d’un autre cube 
donné. Sic est le côté de celui-ci, etx le côté de l’autre, 
on aura cette équation : 

x 3 — a a 3 , ou x* — 2 a 3 = o. 

Pour la comparer à la proposée , il faut l’amener au 
quatrième degré , ce qui se fera en la multipliant par x, 
et on aura 

x* — 2 a 3 x = o ; 

f* 

comparant avec x* — 5 *x“ -}- c 3 x — = o , il viendra 

b=i o, (?z=. — a a 3 , d=z o. 

Les équations des paraboles E AF , G 5 H , seront par 

au 5 

conséquent x* py , y* — — — x. Ces courbes passe- 
ront toutes deux par l’origine A , puisqu’on aura x—o, 
y= o , y' = o, dans l’une et dans l’autre en même temps; 
elles s’y couperont , et cette intersection donnera x = o, 
racine qui vient du facteur introduit pour élever au 
IIG. 6i. quatrième degré l’équation à construire. La ligure 6i , 
qui répond à ce cas , montre que l’on ne peut avoir en 
outre qu’une seule racine réelle AP ; en effet , on a vu 
dans les Êlèmens <t' Algèbre que l’équation x 3 — 2c 3 =o 
n’en a pas davantage. 
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. 163 . Le problème de la trisection de l’angle a pour 
objet de partager un angle ou un arc en trois parties 
égales, ce qui s’effectueroit sans peine, si, connoissan^ 
la corde ou le sinus d’un arc, on obtenoit la corde ou le 
sinus de son tiers. Cette question n’est qu’un cas parti- 
culier de la théorie de la multisection des angles , que 
nous ne saurions exposer ici , mais dont on trouvera les 
bases dans l’Introduction au Traité du Calcul diffiren - 
tiel et du Calcul intégral ; elle se met en équation par 
le moyen des formules du numéro 1 » , qui doqnenî 

„ , 4 cos y/ 3 — 3 R* cos A 

cos s A — — . 

A* 

Si l’on regarde cos 3 A comme donné , et que l’on prenne 
cos A pour l’inconnue, on aura, en faisant co» 3 A — Q 
et cos A — x, cette équation ; 

x 3 — \R*x— \R‘a — o, 
qui , étant multipliée par x et comparée à l'équation 
x4 — + (? x — d* — o, 

donnera 

é.» = i/î*, c 3 = — }A*a, di = 0 . 

On aura encore ici une intersection au point A cor- 
respondant à la racine x = o, et les trois autres point* 
d’intersection donneront les trois racines de l’équation 

x 3 — — i/ï»a = o. 

Il semble au premier coup-d’œil qu’on ne devroit avoir 
qu’une racine rtelle , et qu’il n’y a qu’une seule manière 
de partager un arc en trois parties égalés , mais on voit 
d abord que 1 équation ci— dessus tombe dans le cas irrc~ 
duilibte , et qu elle a par conséquent ses trois racine* 
réelles; en y réfléchissant ensuite avec un peu d’atten- 
tion , on reconnoit qu’il y a trois arcs qui doivent satis- 
f|jre à la question proposée , car le? arc* 3 A , v -J- 3 A , 

P a 
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air-\-5 A, qxù ont le même cosinus ( a3 ) , étant divisés 
par 3 , donnent les valeurs 

xzzicosA, x— cos{ j T-f- A), x = cos ( jir -{-A), 

essentiellement différentes. On ne peut en avoir d’autres, 
parce que les arcs 3 ir-j-3 A, /Çir -f- 3 A , etc. qui ont 
encore le même cosinus que A, étant divisés par 3 , con- 
duisent aux arcs ir -}- A, t -f- j ir -f- A , etc. et que 

cos(T-fv/) z=cosA,cos (r -f-j r-\-A) — cos(f ,etc. 

1 63. Avant que les méthodes d’approximation eussent 
atteint le degré de perfection où elles sont portées au- 
jourd'hui , les géomètres s’appliquoient beaucoup à la 
construction des équations , et faisoient tous leurs efforts 
pour effectuer cette construction parles courbes les plus 
simples, oulesplus faciles à décrire ; c’est ainsi que Ha/ley 
donna une méthode pour construire les équations du 
troisième et du quatrième degré par le cercle et la para- 
bole , et cette méthode a quelqu’avamtage sur celle du 
numéro i6o, en ce que le cercle qui remplace une des 
paraboles , se trace par un mouvement continu ; mais le 
peu d’usage que l’on fait à présent des constructions 
nous a dispensés des détails à cet égard , et nous termi- 
nerons en conséquence ce traité par l’exposition d’une 
méthode qui réunit à l’avantage de s’appliquer aux équa- 
tions d’un degré quelconque , celui de peindre les ré- 
sultats obtenus analytiquement par la théorie de la 
composition des équations. 

Pour fixer les idées, nous supposerons que l’équation 
à construire soit seulement a -j- bx + ex* -j- dx 3 = o ; 
nous ferons 

y — a -f- bx -f* ex* -f- doc 3 . 

Puisque dans les points où la courbe représentée par 
cette dernière équation rencontrera l’axe des abscisses, 
on aura y — o , il s’ensuit que les abscisses de ces points 
seront les racines de l’équation proposée. La question 
sera donc réduite à construire la courbe dont il s’agit. 
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ce gui est facile, après avoir rendu son équation homo- 
gène en y restituant les puissances de l’unité £67). On 
ebtiendra en effet 


, bx ci*, dx 3 


résultat dont chaque terme se construisit séparément 
par les lignes proportionnelles ( 64 ) î mais voici un 
moyen de lier entre elles d’une manière commode les 
différentes opérations. 

On mènera, fig. 62 , l’axe AB des abscisses ; par l’ori- FIG. Ci, 
gine A on élèvera perpendiculairement à cet axe la 
droite AC , qui sera celui des y ; et ayant pris sur le 
premier la partie AD = n , e t mené DE parallèle à. AC, 
on portera sur cette dernière des parties 


AF= a , FG = b, GH~c, H/=d; 

on tirera ensuite IK parallèle à AB ; on joindra les points 
H et K par une droitequi coupera en L laligne PR élevée 
perpendiculairement à AB sur l’abscisse AP — x; on 
mènera ML parallèle à AB , pour déterminer sur DE 
le point M , que l’on joindra avec le point G ; par le 
point 2V, où MG rencontre PR , on tirera ON parallèle 
encore à AB , et joignant le point O avec le point F, la 
droite O F donnera sur PR un point Q tel que PO — y 
En effet, on a parles triangles semblables HKIetH'LH, 

IK (n) : h'l (x) :: ///(<*) : hh '= — 

n 


d’où GIT — Gif -j- IUP =z c -f- — ; 

n 

des triangles H' MG et G' N G , il résulte 


MH' in) : NG'Çx) :: GIT (cJ t .~\.GG'x= C ~ + — 

\ nj u r n* 

et par conséquent * 

FG' = FG 4- CG! = b 4 - ~ 4- • 

' ‘ ' ' n ~ n* * 

P 3 
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enfin des triangles G' OF, F'QF , on conclut 

0&(n):QF' (x) ::FG'(b+ c -^+- t - J 

ce qui donne pour dernier résultat 

PQ = JF’^j/F+FF'=a + Ï£-+Sg + ±£ 


djp\ r ~,„. b X . ex- i 

' :FP =t+^ + 


</.r* 
»S ^ 


On étendra sans peine ce procédé au cas où l’équation 
proposée aurait un nombre quelconque de termes ; et 
lorsqu’on aura obtenu un nombre de points suffisant 
pour caractériser la marche de la courbe , on recon- 
noitra aisément le nombre de racines réelles dont cette 
équation est susceptible. 


164. Si le cours de la courbe est tel que le représente 
ftG. 63 > 1* ligne XEGILY, fig.63 , elle rencontrera cinq fois l’axe 
des abscisses, et indiquera par conséquent que l’équation 
dont elle dérive a un pareil nombre de racines réelles .i 
cette équation ne pourra être d’un degré inférieur au 
cinquième. L’équation à construire sera 

a -f- bx -f- ex 4 -f- dje 3 -j- ex 4 -J- j x 8 + etc. =0(1). 
et Celle de la Gourbe. 

y — a- f- ùx-f- cx* + dx 3 ^- ex4\f _/x® + etc. 

Il est évident que les valeurs numériques de l’ordon- 
ïiée y , ne sont autre chose que les résultats qu’on tire 
de l’équation proposée ( 1 ), en donnant à x le» valeurs 
correspondantes aux différentes abscisses qu’on a choisies 
a: bitrairement. La courbe XEGILY offre donc en quel- 
que sorte l’équivalent du tableau dans lequel ces résul- 
tats seroient inscrits , mais avec cet avantage qu’en vertu 
de la loi de continuité , qu’on sent bien mieux dans les 
lignes que dans les nombres , les intervalles entre deux 
substitutions successives se remplissent avec la plus 
grande facilité. Ayant calculé, par exémple , les ordon- 
nées PP' , QQ' , ER 1 , assez proches les unes des autres , 
et joignant leurs extrémités par un trait continu , sans 
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angles ni jarrets , on a d’une manière assez exacte les 
ordonnées intermédiaires. 

Nous observerons i°. que puisque l’équation de la 
courbe ne renferme que des puissances entières et posi- 
tives de x, chaque valeur de cette indéterminée ne don- 
nera pour _y qu’une seule valeur qui sera finie ou limitée 
tant que x le sera, mais quey sera susceptible de prendre 
des accroissemens indéfinis ou illimités , lorsque x en re- 
cevra de tels, et que par conséquent la courbe XEGILY 
doit s’étendre à l’infini de chaque côté de l'axe AC desy. 

2 °. L’inspection seule de la figure fait voir que la 
courbe XEGJLYne s’auroitpasserd'uncôtéde l’axe A3 
à l’autre sans rencontrer cet axe , ou analytiquement 
parlant , que l’ordonnée y ne peut changer de signe sans 
devenir nulle (*) ; d’où il suit que si deux substitutions 
faites dans l’équation ( 1 ), donnent deux résultats de 
signe contraire , il y a nécessairement une racine réelle 
comprise entre les valeurs de x employées dans ces subs- 
titutions. 

, 3°. Si l’on prend sur la même courbe deux points 
placés du même côté par rapport à l’axe AB , il y aura 
toujours entre eux un nombre pair d intersections de la 
courbe et de cet axe : on en voit en effet deux entre E 
et I , quatre entre E et Y , ou entre X et L , etc. ou bien 
il n’y en aura aucunes , ainsi que cela arrrive entre P 
et /. Au contraire , il y aura certainement un nombre 
impair d’interseetions si les points que l’on considère 
Sont placés de différens côtés , comme le sont X et E, 
X et I , X et Y, etc. De là résulte cette pflaposition 
analytique : entre deux valeurs de x, qui , par leur subs- 

C (*) Gela «st vrai dans ce cas, parce que l’expression dey est sans 
dénominateur , car si on avoit y zn 1» succession des valeurs 

* — .4. j-, * — o, et *? = — i , donneroity = ou infinie, et 

C’çsuim' que les branches de l’hyperbole sont liées entre elles- 

p 4 

* > 
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titution dans l' équation proposée, donnent deux résul- 
tats de même sienne , il ne peut y avoir qu’un nombre 
pair de racines reelles , et il y en aura un nombre impair 
si ces résultats sont de signes dijferens. 

4°. Enfin il arrive quelquefois que par suite des rela- 
tions que peuvent avoir entre eux les coefficiens a, b, c, 
d,e,f, etc. deux intersections consécutives, comme K 
et M , se rapprochait continuellement , viennent à se- 
confondre, et la parti e IKLMY de la courbe prenant 
la forme du trait ponctué JL' Y , ne fait plus que toucher 
l’axe AB; ators les deux racines représentées par AK et 
AM, deviennent égales entre elles et à l’abscisse ALI . On 
▼oit facilement que si l’équation proposée n’avoit pas 
d’autres racines réelles , la courbe qui en dérive ne 
«ouperoit son axe nulle part , et qu’on ne pourroit par 
conséquent faire changer de signe le premier membre 
de cette équation , par aucune substitution. Il n’en se- 
roit pas de même dans le cas où trois intersections se 
réuniraient. La courbe couperait au moins une fois 
l’axe , soit avant , soit après ; et pour s’en convaincre , 
il suffit de voir ce qui resteroit de cette courbe si les 
trois points H, K et M , ou F, H et K , venoient à se 
confondre. En suivant ces considérations, on trouvera 
que , par la réunion d’un nombre pair d'intersections x 
la courbe dérivée de l’équation ( 1 ) peut se trouver 
toute entière d’un même côté de l’axe , mais que cett» 
circonstance n’a jamais lieu lorsque le nombre des in- 
tersections , confondues en une seule , est impair ; et 
on conclura de là que lorsqu’une équation n’a pour 
racines réelles qu’un nombre pair de racines égales , 
il est impossible d’en reconnaître l’existence par au- 
cune substitution. 

Pour bien saisir ce qui précède, il suffira de faire les 
figures qui se rapportent aux différens cas que nous 
avons examinés, ce qui n’offre aucune difficulté, et 
l’on y verra , pour ainsi dire , la peinture de la théori* 
des équations exposée dans les Élémens d’ Algèbre. 
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Contenant les premiers Principes de 
V Application à V Algèbre , aux Sur- 
faces courbes et aux Courbes à double 
courbure. 


Ouserv. Je crois devoir prévenir les 
Lecteurs peu habitués à ce genre de consi- 
dérations , qu’ils trouveront dans le Com- 
plément des Elémens de Géométrie , les 
notions préliminaires indispensables pour 
l'intelligence de ce qui va suivre. 


Équations du plan et de la ligne droite. 

i 65 . La manière la pins commode de fixer la posi- 
tion d'un point quelconque M dans l'espace , fig. 64 , FIG. 64. 
est de le projeter d’abord sur nn plan BAC donné de 
position y en abaissant sur ce plan la perpendiculaire 
MM' , et de rapporter ensuite la projection M' , à 
deux axes AB et AC , perpendiculaires entre eux , 
par les coordonnées AP et PM'. Cela retient à rap- 
porter le point lui-même aux trois plans BAC , B AD 
et DAC , perpendiculaires entr’eux- car les coordon- 
nées AP et PM' , situées dans le plan B A C, repré- 
sentent les distances MM" et MM" du point proposé M, 
aux deux autres plans DAC et B AD. Les droites AB , 

AC, AD , suivant lesquelles les plans coordonnés BAC, 

B AD, DAC , se coupent deux à deux, sont lès axes 
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des coordonnées ; et on les distingue entt’ elles par la 
lettre qui marque la coordonnée qui leur est parallèle. 
Ainsi, en faisant AP = x , PM' —y, MM' =z, la 
ligne AB sera l’axe des x , la ligne AC, celui des y, 
et la ligne AD , celui des z. 

Les plans coordonnés reçoivent eux-mêmes des dé- 
nominations semblables. Le plan BAC s’appellera le 
plan des x et y , parce qu’il contient les coordonnées x 
et y, La projection M" du point M, sur le plan B AD, 
étant rapportée aux deux axes AB et AD , par les 
coordonnées AP — x et PM" — MM' = z , ce plan 
sera désigné sous le nom de plan des x et z. Enfin la 
projection M " 1 du point M , sur le plan DAC, étant 
rapportée aux axes A C et AD , par les coordonnées 
AR =; PM' —y et RM'" = M'M — z , ce plan sera 
désigné sous le nom de plan des y et z. 

Il faut observer, i°. que les coordonnées y et z sont 
milles en même temps pour tous les points de l’axe 
des x , AB ; qu’il en est de même de x et de z relati- 
vement à l’axe des y , AC , et de x et dey relative- 
ment à Taxe des z , BD •• 

2°. Que pour tous les points du plan BAC , la coor- 
donnée z est nulle , et qu’elle a une valeur constante 
dans tous ceux d’un plan quelconque , parallèle à ce 
premier -, en sorte que cette équation ,z—c, lorsqu’elle 
est seule et qu’on n’a aucune autre détermination rela- 
tivement aux deux coordonnées restantes x et y, doit 
être regardée comme désignant tous les points du plan 
mené parallèlement à BAC , à une distance égalé à c. 
On verra de même que y est nulle pour tous les points 
du plan B AD , et que l’équation du plan qu’on mène- 
.roit parallèlement à ce premier , à une distance b , 
serait y b. 

Si on réunit ensemble les deux équations z — c et 
y— b, c’est-à-dire , si on suppose qu’elles aient lieu en 
même temps , elles désigneront une droite parallèle à 
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l’àxe desx , et menée par le point du plan de» y et s, 
dont les coordonnées sont c et b ; car il est facile de 
voir que cette droite peut être regardée comme l’in- 
tersection de deux plans respectivement parallèles aux 
plans BAC , B AD. 

Eniin, dans le plan DAC, la coordonnée x sera 
toujours nulle , et x — a sera l'équation du plan paral- 
lèle à ce premier , mené à une distance égale à a. Les 
trois équations z = c , y — b , x — a, étant réunies , ne 
peuvent plus appartenir qu'au point qui se trouve dans 
l’intersection des trois plans respectivement parallèles 
à chacun des plans Coordonnés. 

1 66 . Examinons maintenant ce que signifierait une 
seule équation , entre deux des trois indéterminées x, 
y et z , et prenons pour exemple z = Ax. Nous verrons 
d’abord (83) que cette équation appartient à une droite 
AN",Jig. 65 , menée dans le plau des .r et z , B AD ; HG. 6 S. 
•mais elle a encore un sens plus étendu ; car si on 
conçoit que la droite AN" se meuve parallèlement à 
elle-même le long de l’axe des_y , AC , dans quelque 
position qu’elle s’arrête , l’ordonnée z , ou Jll'm , prise 
au point quelconque M' situé sur la droite PM' , 
parallèle à AC, sera égale à l’ordonnée Pm" , corres- 
pondante , dans le plan B AD , à l’abscisse AP — RM'. 

La droite AN" , par le mouvement que nous lui 
supposons , décrit le plan N" A C , passant par les 
<• droites A N" et AC; on aura donc z — Ax pour 
tous les points de ce plan. On trouveroit des consé- 
quences analogues pour les autres plans coordonnés , 
en prenant des équations entre les indéterminées 
qu’ils contiennent ; mais il vaut mieux passer tout de 
suite à un cas plus général , et considérer l’équation 
z=Ax-\-By. 

En y faisant y — o , il viendra z — Ax, et nous 
en conclurons que la droite AN" , qui se trouve com- 
prise dans cette dernière , renferme tous les points que 
la surface représentée par l’équation z = A x -f B y 
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a de commun* avec le plan coordonné B AD , sur le- 
quel y est toujours nul , ou , ce qui revient au même » 
est l’intersection de ce plan, avec la surface proposée. 

Lorsqu’on fait x = o, on obtient * = By, équation 
qui appartient à une droite AN" menée par l’origine A, 
dans le plan DAC, et qui est l’intersection de ce plan , 
avec lasurface représentée par l’équation z-=.Ax-^-By. 

Si maintenant on conçoit que la ligne AN" se 
meuve parallèlement à elle-même le long de AN", 
elle décrira le plan N" AN" , et quand elle sera parve- 
nue dans une position quelconque m"M, la portion Mm 
de l’ordonnée M'M sera égale et parallèle à Rm m , et 
on aura par conséquent 

M'M —Pm." -f- Rm" = Ax + By — z; 

d’o ù il résulte que le plan N" AN" passant par les ligne* 
AN" et AN" , dont les équations sont * 

z — Ax , z = By 
a lui-même pour équation 

z = Ax -f* By. 

Si le plan proposé , au lieu de passer par l’origine A y 
se trouvoit dans une position G"EG" , déterminée par 
les lignes EG", EG" , respectivement parallèles à AN" 
et à AN'" y il seroit parallèle kN"AN", et en prolon- 
geant l’ordonnée de celui-ci jusqu’à ce qu’elle ren- 
contrât le premier , on auroit 

M’L = M'M -f ML~ M M+ A E ; 

en nommant donc D la distance AE , et z l’ordonnée 
M'L , il viendrait , d’après ce qui précède , 

z = A x -f- By -f D. 

TeHe est l’équation d’un plan mené dans une posi- 
tion quelconque : il est aisé de se convaincre qu’elle 
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"représente l’équation générale du premier degré à trois 
indéterminées ; car cette dernière ne peut être que de 
la forme <tx /Sy -f-yz -f- «T — o; et en la divisant 
par y , elle rentrera dans la première lorsqu’on aura 
posé 



On voit donc que le coefficient y n'ajoute rien à la 
généralité de l’équation ; je le conserverai néanmoins 
pour rendre les formules plus symétriques , et je repré- 
senterai l’équation d’un plan' quelconque par 

A x -f- B y -f- C z -J- D — o ; 

mais il faudra se rappeler que , dans tons les résultats , il 
y aura une des constantes qu’on pourra supposer égale 
à l’imité , ou déterminer par des conditions particu- 
lières. 

1 67. En faisant successivement x , y et z nuis dans 
l’équation de ce plan , on trouvera qu’il coupe celui des 
y et z dans une ligne dont l’équation est Ay 4- Cz-f-£>=o, 
celui des x et z , dans une ligne dont l’équation est 
Bx Ci -j- D — o , et enfin celui des x et y dans une 
ligne ayant pour équation Ax -f- Cy -j- D — o. 

L’étendue des plans étant indéfinie , il faut concevoir 
que le plan G" E G* soit prolongé derrière les plans 
coordonnés B AD , DAC\ il rencontrera alors le plan 
BAC, et passera au-dessous. Toutes ces circonstances 
peuvent se lire dans son équation , en observant que 
chacune des indéterminées x , y et z doit être prise 
positivement et négativement , et que s» les parties AB, 

AC et AD, fig. 64, des axes des coordonnées , répondent ^ ^ 
aux valeurs positives de ces quantités, les parties opposées 
Ab , Ac et Ad répondront anx valeurs négatives. Cela 
peut se prouver immédiatement par le cours des lignes 
situées dans les plans BAC , B AD et CAD ; on y par- 
viendrait encore en transportant chacun de ces plans 
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parallèlement à lui-même , de manière à rendre posi- 
tives les ordonnées négatives qui lai sont perpendicu— 
laires , et on raisonneroit alors comme on a fait a l’égard 
des lignes (72). 

Il suit de là qu’on peut distinguer dans lequel de* 
huit angles trièdres que les plans coordonnés forment 
autour du point A , tombe un point proposé , par le 
moyen des signes dont ses coordonnées sont affectées ; 
j suilit pour cela de remarquer que lorsqu’on prend 

-f r, -} -y, -fz, dans l’angle ABCD, on a 

-f- x , -\-y , — z, dans l’angle ADCd , 

•+-X, — y, -fz, dans l’angle A BD c, 

— x, -f y , -f-z, dans l’angle ACDb , 

-J- x , — y, — z, dans l’angle ABcd , 

— x , — y , + z , dans l’angle ADbç , 

— x , , — z , dans l’angle A Cbd , 

— x t — y, — s, dans l’angle Abcd. 

j 68. Une ligne droite est donnée toutes les fois qu’on 
connoît deux plans qui la contiennent , et dont elle est 
alors l'intersection , parce que les coordonnées de ses 
points sont communes aux équations de ces plans, 
Soient donc 

k‘ 

A x -f- B y -f- Cz-f- D = o (1) , 

A'x -f B' y 4- Cz -f-/y= o (2), 

les équations des plans donnés ; en regardant les indé- 
terminées .r , v et z, comme ayant la même valeur dans 
ces deux équations , il n’en restera qu’une qu’on puisse 
prendre arbitrairement , et les deux autres calculées 
en conséquence de la première , feront connoître la 
position des difféçens points de la droite proposée. • 
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Les équations (1 ) et (a) ne sont pas les seules qui 
puissent représenter la droite proposée ; car elle se 
trouve dans une infinité de plans difïerens ; mais on 
choisit ordinairement parmi toutes les équations quelle 
pourrait avoir , celles qui ne renferment que deux des 
coordonnées x , y et z. 

En éliminant successivement x , y et z, entre les 
équations (i) et (a) , on obtiendra les trois suivantes : 

(AB'—A'B)y—(CA'—CA)z +AD'—A'D= o , 
(BC’—B'C) z—(AB' — A'B)x-\-BD' — B'D=o , 
{CA'—C'A^x—iBC—B'Qy+CD'—C'Dz^o, 


qui deviendront 

y y — £ z + J = o (3), 

«z— >x-f-e =o (4), 


Éx — *y + &=0..;..(5) , 
en faisant , pour abréger , 

AB’—A'B^zy, CA'—CA=£, BC'—B'C=*, 
AD'—A’DxzS, £D'—B'D=t, CV—C'DxzX,. 

Deux quelconques de ces équations suffisent pour rem- 
placer les équations (i) et (a) , et comprennent impli- 
citement la troisième. En effet, si on multiplie l’équa- 
tion (3) par a, l'équation (4) par (S, l’équation (5) par 
y , et qu’on ajoute les produits , on trouvera 

5<r-H3« 4-yÇ = o, 

résultat que la substitution des valeurs de a , 0 , y , J, e 
et Ç , rendra identique , oU qui exprimera la condition 
que doivent remplir ces quantités, pour que les équa- 
tions (3) , (4) et (5) , étant données à priori , puissent 
appartenir à la même ligne droite. 

L’équation (3) qui renferme la relation que doivent 
avoir entre elles les coordonnées y et z , pour tous les 
poiuts de la droite proposée , appartient a l’ensemble 
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des projections de ces points sur le plan des y et * , et 
est par conséquent l’équation de la projection de la 
droite proposée , sur ce plan ( Compl . des Élém. de 
Géom. n°. 4). On verra de même que l’équation (4) 
appartient à la projection de cette droite , sur le plan 
des jets; et enfin que l’équation (5) est celle de sa 
proîection sur le plan des x et y. Deux quelconques 
de ces proiections étant données , la droite est entiè- 
rement déterminée ; cela est évident par l’analyse pré- 
cédente , et parce que la droite proposée , n’est autre 
que l’intersection de deux quelconques des plans pro- 
jetans ( Compl. 5 ) , plans dont l’équation est la 
même que celle de la projection sur laquelle ils sont 
élevés (i6S). 

îGg. L’équation générale du plan ne renfermant que 
trois constantes nécessaires , il suffit d’un pareil nombre 
de conditions pour la particulariser. Nous allons exa- 
miner successivement celles de ces conditions qui se 
rencontrent le plus fréquemment , et nous traiterons en 
même tems les questions analogues , relativement aux 
lignes droites. 

Proposons-nous d’abord de faire passer un plan par 
trois points , dont les coordonnées soient 

x'.y,*', 

nous mettrons successivement 

x? , x" , x" , au lieu de x , 
y, y, y", au lieu de^ , 
î! , z" , z" , au lieu de z , 

dans l’équation générale du plan , 

Ax -j- By -J- Cz -I - D — o , 

' et il viendra les trois équations suivantes ; 

AJ 4 -B/ 4 - Cz' +Z?=o, 

AJ +jü/+Cï'+D = o, 

Ax m + By* -f Cz m H- D = ©, 
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au moyen desquelles on déterminera les quantités — 
B C 

jj > et on trouvera 

~ CZ-y") -f (y' ~ y") .. . 
D x'CyV' - yV')-x"(y'^— y^')-r-c"0 /z “"y^')* 

£ _ x' (z"~ Q — x" ( z'—z") -f x" (Y— Z,") 

~ x'(y'Y"-yV) -X''(y 

£ _ y ( x " — r 1 ") - y " y'" (.r'.-x") 

£> x' iyV-y-z") -x"( / Y-y“z') +Y(yY-yV) ' 

Il est aisé de voir que si on vouloit déterminer les 
équations des projections d'une droite qui .passe par deux 
points donnés, on y parviendrait d une manière ana- 
logue , en substituant les coordonnées de ces points 
dans les équations générales xz=.az-\~a,y ■zzbz-\-îi i 
et on trouverait ainsi 

‘ ' . • * ' " # • - • , 4 . 

CCr — ■ • t o 

^(^- 0 ,y-y=g 0-0 ( 84 ). 

« 


X — x 


/ 


170. Pour reconnoître quand deux lignes données 
sont dans un meme plan, ou, ce qui revient au meme 
se coupent, il faut s'assurer si les indéterminées ‘x, y et z 
peuvent etre communes aux quatre équations des pro- 
jections de ces droites ( Compl. i 9 ). 0 r, 11 est évident 
qu en éliminant x, y et z , il restera" une équation qui 
exprimera la condition saris laquelle les équations des 
droites proposées ne sauraient avoir lieu popr.le même 
point. Représentons par 


x — az -f- a. ) 
’~bz -f- I 


.. ; 


x =. «'?+*'!) 

y = bz-+-0i y~b'z + 

les équations de ces droites, nous en tirerons suf-le- 
ehamp 

az + ct = a'z + ct' , bz-^H — b'z + Ç/, 

Trigonométrie. q 


\ 
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et éliminant z , il viendra 

{a! — et)(è' — b ) — (£' — 18 ) (a' — 

171. Deux plans qui sont parallèles ont leurs com- 
munes sections , avec chaque plan coordonné , respec- 
tivement parallèles entre elles ( Compl. i 5 ) ; mais si 
‘Jx + By+Oz + D = o, A'x + B'y+Cz+D' = o, 
représentent les équations de ces deux plans , leurs com- 
munes sections respectives avec les plans des x et z, et 
de*^ et z, auront pour équations 

Ax -j- Cz 4 * D = o , A' x -J- (y z -}- z o , 

B y * 4 “ Cz D — o , B' y -J- C'z 4— D 1 = o , 

et ne seront parallèles deux à deux que lorsqu’on aura 


' A_A^ £_/r 

C C ’ ~C~~C' ^ 85 ^' 

Tirant de ces demieres les valeurs de A' et de B ' , o» 
aura pour l’équation du plan parallèle au premier , 


g- (Ax + By+Cz)+D' = o. 

Reste D' à déterminer dans ce résultat ; or en suppo- 
sant que le plan cherché doive passer par un point dont 
les coordonnées |oient x' } y’ et z! , on aura 


C 


(Ax/ + By- f Cz') + D' = o ; 


retranchant cette équation de la précédente, D'dispa- 

C' 

roîtra , ! ét divisant alors par _ , il viendra 

C 


A (x — x f )-\-B{y — y) -f C(z — z') = o. 

Il est à propos de remarquer qu’en regardant A, B, C 
comme des quantités quelconques , l’équation ci-dessus 
sera commune à tous les plans qui passent par le point 
proposé.. 


y 
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Puisque deux droites sont parallèles lorsque leurs 
projections sur chacun des plans coordonnés, sont res- 
pectivement parallèles ( Compl. 20 ) , leurs équations 
seront , dans ce cas , de la forme 

x ~ G z -f- a. 1 x — az a! ) 

*y = bz.-{-$l y—bz + fi'y 

Si la seconde doit passer par le point dont les coor- 
données sont x', y ' et z’, on aura, pour déterminer a! et Çf> 
les équations 

x' = az' -f- al et y* = bz' - 
dont on tirera , en opérant comme tout-à-i’heure , 
x — x' = a( z — z'), y — y* =. b (z — z' ). 

îÿs. Pour trouver l’équation d’un plan perpendicu- 
laire à une droite donnée, il faut se rappeler que les 
communes sections de ce plan , avec chacun des plan* 
coordonnés , sont perpendiculaires aux projections de la 
droite donnée (C’ntnp/. 3a). Soientx=nz-j-tf, yz=.bz- 
les équations de cette droite, et Ax-\- By-\- Cz-\-D~o, 
celle du plan cherché ; les communes sections de ce 
dernier, sur le plan des x et z , et desj» et z, seront 
représentées par 

Cz D 

Ax Cz D — o ou x — — — — , 

„ ' „ Cz D 

By+Cz + D — o ou y — — ~ — 

et pour que ces droites soient perpendiculaires aux 
projections de la droite donnée , il faudra qu’on ait 

a=z~, ô = £ (86). 

Substituant les valeurs de A et de B , tirées de ce* 
équations , dans celle du plan cherché , on aura 

C (or -{- -f* z. )•+•£>:=: o ; 

et si ce plan doit passer par le point dont les coordon- 
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nées sont x' , y' et z' , son équation deviendra 
c(x — x') + b(y — ÿ)+z — z' = o. 

Si l’équation du plan étoit donnée , et qu’on deman- 
dât celle de la droite qui lui est perpendiculaire , il 
faudrait alors remplacer a et b par les valeurs données 
ci-dessus , il viendrait 

A , B 

x—x' — c iz — z ), y—y' — £(z~z') ; 

pour les équations de la droite perpendiculaire au plan 
représenté par Ax -f- B y -f- Cz D , et assujétie à 
passer par le point dont les coordonnées sont x', y' et z'. 

64 . 173. La distance du point M ,fi g. 64 , dont les coor- 

données sont x , y et z, à l’origine A, a pour expression 

, y'x^yy -f- z 1 ( Compl. a 4 - ) Ceci nous conduit natu- 
rellement à l’équation de la surface de la sphère ; car 
tous ses points devant être également éloignés de sort 
centre , si on suppose que le centre soit l’origine même 
des coordonnées , et que le rayon soit représenté par r, 
l’équation x* ~J- y 1 -f- z* = r* aura lieu pour un point 
quelconque de la surface proposée. 

Lorsque les coordonnées du centre seront x', y et z', 
on aura 

( T _ x '). + (y -y)* 4. (*-*')* = r*; 

car si m désigne ce point , et qu’on prenne PO — pm' , 
M' N—m'rn , les triangles rectangles m'OM' et mlSM 
donneront 

m r O + M~o\ mil = m? -f WN; 

niais m'O — x — x', M'O—y — y' , MN~z — 
mA' = m'M' , et par conséquent la distance des deux 
points m et M aura pour expression 

y(x— x'y + iy— 
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174. Ce qui précède va nous conduire d’une ma- 
nière très-simple à l’expression du cosinus de l’angle 
que font entre elles deux droites données. Soient 


x — x' = a ( z — z')I x — x' = a'(z — z' ) i 
y —ÿ = b(z—zy y—ÿz=Lb'( z— z')> 


les équations des projections de ces droites qui se 
coupent au point dont les coordonnées sont x / , y 
et z! ; si on imagine qu’elles se meuvent parallèle- 
ment à elles-mêmes , jusqu’à ce que leur point d’in- 
tersection soit à l’origine , leur angle ne changera 
pas , et les équations ci-dessus se réduiront à 

'x—az) x=n'z) 

y ~bz) y ~ b’ z y 


Concevons maintenant une sphère qui ait son centre 
à l’origine , et dont le rayon soit représenté par r ; 
, la distance des points où sa surface coupera chacun 
des côtés de l’angle cherché , sera évidemment la 
corde de cet angle. On trouvera les coordonnées du 
point de rencontre de la première droite avec la sur- 
face de la sphère, en déterminant x ,y et z, par 
les équations de cette droite et par celle de la 
sphère ; et on aura ainsi 


ar 


br 


z— - 




nommant x ! , y' et z ' , les coordonnées du point de 
rencontre de la seconde droite avec la surface de la 
sphère , on aura de même 


a'r 


/= 


b'r 


— — z: 


j/i+a's+fi'* tfï+S'+V V'i+a"+b?'* 


L’expression du quarré de la distance de ce point au 
précédent, sera (x— a/)* -j- (y— y)» -f (z — z'y -, 

' Q3 
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en y mettant pour a: — x', y — y '' , z — z' , leurs valeur», 

on trouvera pour résultat , après les réductions , 


[- 


2 ( l-j-Oo'+W') 




mais on sait que le quarré de la corde d’un anglç 
quelconque V t est égal au produit du sinus — verse 
multiplié par le diamètre : on aura donc a(i — cos V) 
— a — 2 cos V pour la valeur de ce quarré , et com- 
parant avec l’expression trouvée ci-dessus , dans la- 
quelle on fera r=i , il viendra 

xJt-ad+bb' 

cos V ~ — 1 — — i 

* / (»+aHi‘) (i +a'*+ 4 '*) 

J 1 sera facile de déduire de là 

_ V{t£b—aby+ («' — a)* 4 - C b-bfÿ 

~~ i/<ï+ï>+ b'fGT^+FT 

Pour que les deux droites proposées soient perpen- 
diculaires , il faudra qu’on ait cos o , et par 
conséquent î -) - a a 1 -f- b b' =o. 

175. Le cosinus de l’angle que deux plans quelconque» 
font entr’eux , se déduit immédiatement de l’expres- 
sion qu’on vient de trouver ; car cet angle est égal à 
celui que font deux droites , menées perpendiculaire- 
ment à chacun des plans proposés , par un point 
quelconque de leur commune section ( Compl. 46 )• 
Représentons les équations de ces plans par 
Ax+By+Cz+D=o Ax'+Bÿ+C 7 !+D'=o ; 

si on conçoit qu’ils se meuvent parallèlement à eux- 
mêmes , iusqu’à ce qu’ils soient parvenus à l’origine 
des coordonnées , leur angle ne changera pas , et 
leurs équations se réduiront à 

Ax -f- Cz=;0. , Ax' \ 
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celles des droites qu’on mènera perpendiculairement 
à chacun d’eux , par ce point , seront (17 2 ) 

A 

X=£TZ, X—jyZ, 

B 

y=ç-z, 

substituant dans l’expression de cos V , au l* eu de 
a et b , d et b' , les valeurs que donnent ces équa- 
tions , il viendra 

AA'+BB’+CC' 

cos V— ÿ( A *+B^C % YiA' x +B''+e*) ' 


Si l’un des plans proposés , le second , par exemple 
étoit celui des x et y , pour lequel on a toujours 
z — o-, il est évident que A! et B' deviendroient nuis 
dans cette supposition , et que cos V se reduiroit à 


Ÿ A'+B*+& 

On trouvera de même que le cosinus de l’angle , 
formé par le premier plan proposé avec celui des x 
et z, pour lequel on a ^=0 , A !‘=. o et C =0 , sera 

B 

A % + 5 » -f C* > 

et que le cosinus de l’angle du même plan avec celui 
des et i, pour lequel x ■= o , B' = o , C — o , 
sera 


Ÿ A' + B' 4- &' 

Dans le cas où les deux plans proposés seroient 
perpendiculaires entre eux , on auroit cos o , et 
par conséquent AA'-\-BB'-\-CC=.o. 

17S. Les surfaces , de même 1 que les lignes, se 

Q4 


i 
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divisent en ordres , suivant le degré de leurs équa- 
tions ; le plan est la surface du premier ordre , parce 
que son équation ne monte qu’au premier degré. Les - 
surfaces du second ordre sont toutes comprises dans 
l’équation. 

Ax* 4 By x 4 Cz % -f- a Dxy -f- aExz 4 a Fyz > ^ 

-j- a Gx -f- a Hy 4 aKz } 

qui est la plus générale qu’on puisse former dans le 
second degré avec les trois indéterminées x , y et z. 

En résolvant cette équation par rapport à l’une de 
ces lettres , par rapport à z , par exemple , on trouvera 

Ex 4- Fy -4- K 
4 

Ly/\^K*+CE)+<i(_FK—Cff)y + a(,EK—CGyx 

4 û(F x ~BC)y x + a {EF — CD) xy 4 (E*—AC)x*\. 

Ce résultat fait voir qu’au même point du' plan des x 
' et y, répondent deux points sur la surface proposée , 
et que par conséquent chacune des valeurs de z produit 
par la substitution de toutes les valeurs possibles de x 
et de y, une portion de surface qui est , par rapport à 
la surface totale , ce que sont les branches d’une courbe 
à l’égard de cette courbe ; on donne à ces portions le 
nom de happes. 

On remarquera d’abord que la partie rationnelle de 
la valeur de z exprime l’ordonnée d’un plan , qui 
partage la surface en deux parties symétriques ; car si 
on faisait partir les ordonnées de ce plan en posant 

Ex + Fy + K 

z 4 — — £ = “ * 

la nouvelle ordonnée u aurait deux valeurs égales x 
l’une positive et l’autre négative. Le plan dont il s agit 
est donc , à l’égard des surfaces du second degré , ce 
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qu’est un diamètre par rapport aux courbes de ce 
degré. 

On se feroit difficilement l’idée de la forme que doit 
affecter une surface dont on a l’équation, si on n’en 
considérait que des points isolés ; mais au lieu de cela, 
on imagine une infinité de sections faites dans cette 
surface par des plans , que pour plus de simplicité on 
prend parallèles à l’un des plans coordonnés : le cours 
de ces diverses courbes étant connu , leur continuité 
fait concevoir la forme de la surface proposée. 

Tous les points d’un plan mené parallèlement à celui 
des x et^ , à une distance désignée par a , étant com- 
pris dans l’équation z — a , si on substitue cette 
valeur" dans l’équation générale des surfaces du second 
de gré , elle deviendra 

A * + + 2 Dx Y \ = L % — îA'o— Ca* 

+2 (£a-f-G)x+ 2 (Fa-j- ) 

exprimera la relation qu’ont entre elles les coordon- 
nées du plan des x et y pour les points de la surface ’ 
proposée, distans de ce plan de la quantité a , et appar- 
tiendra donc sur le plan des x et y, à la projection de la 
courbe, dans laquelle le plan dont l’équation est z — et, 
rencontre la surface du second degré -, et corrnye ce plan 
est parallèle à celui de 6 x et y , il est évident que la 
section faite dans la surface même ne différera pas de 
sa projection sur le plan des x et^\ 

En prenant pour a diverses valeurs , on aura les 
diverses sections parallèles au plan des x ,y; si l’on fait 
a — o , l’équation résultante 

Ax ■* -f By * 2 Dxy ) __ ^ 

•+- 2 Gx -j- 2 Fy \ 

donnera la courbe du second degré , dans laquelle la 
surface rencontre le plan des x , y. On détermineroit 
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de la même manière les équatiçns des séchons paral- 
lèles au plan des x et z et à celui des y et z. 

On conçoit facilement , et on en a d’ailleurs vu 
l’exemple sur la sphère ( 173) , que les surfaces , sui- 
vant qu’elles sont placées d’une manière plus ou moins 
symétrique par rapport aux axes des coordonnées , ont 
des équations plus ou moins simples , et que par 
conséquent pour faire l’analyse des différentes espèces 
de surfaces , que peut représenter l’équation générale 
de celles du second degré , il faut d’abord la débar- 
rasser des termes qui ne dépendent que de la situation 
particulière des axes des coordonnées, ce qui peut se 
faire, soit en discutant le radical 1 , d’une manière ana- 
logue à celle qu’on a suivie pour les lignes du second 
degré dans les n°‘. 107 — 11 4 , soit en construisant des 
formules générales pour la transformation des coordon- 
nées dans l’espace , et en employant , comme dans les 
n°\ 118 — j 20, les quantités relatives à la position des 
axes, à simplifier autant qu’il est possible l’équation gé- 
nérale. On peut consulter pour ces détails , qui sortent 
entièrement des Élémens, le chap. V du premier vol. de 
mon Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral. 

177. Je ferai remarquer seulement qu’on peut tirer 
du n°. 174 , l’équation du cône droit , placé dans une si- 
tuation quelconque par rapport aux plans coordonnés. 

En efFet , le cône droit étant engendré par le mou- 
vement d’une droite assuiettie à tourner autour d’un 
autre , en faisant avec elle un angle constant , si on 
désigne par a , $ , y , les coordonnées du sommet , qu’on 
prenne pour la droite fixe ou l’axe du cône, les équa* 
tions 

x — a. — a {z — y) , 
y @ — b (z— 7), 

pour la droite mobile ou le côté du cône , les équation» 

/ (# — ce) — a' (z — y) 

(.y — £ ) = ô' ( z — y ) 
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le cosinus de l’angle de ces deux droites sera 
1 -f- aa! + bb' 

|/ (l + a » + 6*)Ci + fl' 3 +0 7 7’ 

comme il doit être constant, on le représentera par c, 
et on observera qne a , b appartenant à 1 axe désignent 
des quantités connues , et que 



En substituant ces valeurs , on formera 1 équation 

ry g 

) -i-o\ ‘ 

y 




— c, 




qui se réduit facilement à 

c(j— «) + 6(y — g) -f(g— y) 

m ^(x - «c )» + (y—£ )• + (z—y >* 

en faisant pour abréger ■+■ a% + b* — m. 

Si on place le sommet à l’origine des coordonnées , 

„ on aura 

« = o, Æ = o, y — o 

et ax 4~ by -f- z 

m y'x- +?+* 

Si on fait coïncider l’axe du cône avec l’axe des z , 
il viendra a — o , 6 = o , m = î , puisqu’on a sur cet . _ 

axe y ~ o , x = o , quel que soit z ; et l’équation ci- 
dessus se réduit à 


t 






y 
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de laquelle on tire, par l’élévation au quarré, 

* z*(i — t*) — <? (x*-{-y*). 

En faisant dans cette équation z — n, elle devient 
»* ( 1 — c 3 ) = c* ( x 3 -| -y 3 ) 
équation qui appartient à un cercle dont le centre est 

, „ . . , n\S i — c* , ( 

dans 1 axe des z , et dont le rayon est . II re- 

suite de-là que toutes les sections du cône droit par un 
plan parallèle à celui des x et y , sont des cercles^ ca 
qui est d’ailleurs évident par la nature de ce cône. 

' On tire de l’équation ci-dessus 

il est facile de voir que V \ — c* est le sinus de l’angle 
que fait le côté du cône avec l’axe des z, et que par 
£ 

conséquent — est la cotangente de cet angle 

l/i — c 1 

ou la tangente de celui que la même droite fait avec 
le plan des x, y. 

Si on vouloit que le sommet du cône fut à un point 
quelconque de l’axe des z , cet axe coïncidant toujours 
avec celui du cône , on auroit 


(*) Il est aisé de voir que si l’on fsisoit z — o, dans cette équstion, 
le résultat qui appartiendrait k la section du cône par la plan des X 
et y, prendroit 1a forme de l’équation générale du second degré à 
deux inconnues , et qu’on pourrait psr ce moyen montrer algébri- 
quement, l'identité des courbes du second degré avec les section* 
faites dans un cône droit par un plan ; mais cette voie seroit beau- 
’cbup plus compliquée et moins générale que celle qu’on a suivie dans 
les num. X44 — *47» puisqu’on y a considéré un cône quelconque. 
D'ailleurs, le calcul pour un cône oblique k base circulaire, se trouve 
dans Yappendix de supcrficiebua , placé à la fin du second volume do 
Untroductio in anelysin infinitorum d’Euler , imprimée en 1 748. 
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a — y— v'±*+y‘- 

— c* 

En faisant z = o , on obtiendra l'équation de la 
courbe suivant laquelle le cône rencontre le plan 
des x , y , et qu’ou peut regarder connue la base. 
Cette équation sera 


— y — ■ + y* - 

7 I/TT^C* T- . 

ou 

= x*+y*; 

elle appartient à un cercle dont le** rayon est 

'•v 

y j/ Ifr— C* ' 

' C 

Si on représente par r ce rayon , on aura 
r* = Li 1 , et y — — i ' 




l’équation 


z — y — 


x*+y 


se changeant alors en 

ct c s- 

* — -n=rr= V s*-y* 

y 1 — c* l/^ i — c* 

■ ' _ : .. . • . 

peut être mise sous la forme 

Z V l—c» — CT — 
dans le cas où c =; i , elle se réduit à 
i* = x*+y*. 

J 78 . Cette dernière équation qui ne contient plus que 
deux des trois coordonnées , appartient néanmoins à 
la surface cylindrique dans laquelle se transforme le 
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cône lorsque son sommet s’éloigne à l’infini •, car e 
désignant le cosinus de l’angle formé par la droite 
génératrice du cône et son axe , l’hypothèse c = i, 
rend cet angle nul et établit le parallélisme des deux 
droites dont il s’agit ; la première en tournant au tour 
de la seconde j décrit donc la surface d’un cylindre 
droit perpendiculaire au plan des x et y , et ayant 
pour base sur ce plan , le cercle dont le rayon 
est r , et dont le centre est à l’origine des coor- 
données. 

Ceci nous conduit à observer qu’urte équation quel- 
conque qui ne contient que deux des trois coordon- 
nées , et qui ne désigne qu’une courbe sur le plan 
de ces coordonnées , appartient , dans l’espace, à une 
surface , puisque la coordonnée qui n’entre point 
dans cette équation , se trouvant indépendante des 
deux autres , a une infinité de valeurs pour chaque 
point du plan cité ; et ces valeurs répondent à tous 
les points -de la droite élevée perpendiculairement au 
plan coordonné par le point que l’on y considère. 

L’ensemble de toutes les droites élevées ainsi sur 
chaque point de la courbe , constitue une surface cylin- 
drique , en prenant cette dénomination dans toute l’é- 
tendue qu’on lui assigne dans le Complément des Elé- 
rnens de Géométrie. 

Des Courbes considérées dans l’espace. 

179. Lorsqu’on envisage les courbes dans l’espace , 
elles résultent toujours de l’intersection de deux sur- 
faces , de même que la ligne droite résulte de la ren- 
contre de deux plans (1G8). On peut par exemple 
indiquer un cercle , en donnant la sphere dont il 
' fait partie et le plan qui la rencontre. En suppo- 
sant que la sphère ait son centre à l’origine des coor- 
données , et que le plan soit quelconque , le système 
des équations " 
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— ,» (i) 

Ax -f- By -J- Cz = Z? ( 2 ) 

appartiendra au cercle suivant lequel se rencontrent 
la sphère et le plan proposé , puisque ce système ne 
conviendra qu’aux points qui se trouvent en même 
temps sur l’une et l’autre surface. 

Il est visible qu’on peut transformer le système 
des équations (1) et (2) en Une infinité d’autres qui 
soient équivalens. Ce qu’on fait le plus communé- 
ment , c’est d’éliminer alternativement une des trois 
indéterminées x , y ou z ; et l’on obtient , entre ces 
quantités combinées deux à deux , trois équations qui 
appartiennent aux projections de la courbe cherchée 
sur chacun des plans coordonnés. 

Dans l’exemple ci-dessus , on a 

*■+*■+ 

y+ „ + (*=*=*)•_* 

t 

deux quelconques de ces équations donnent la troi- 
sième . elles appartiennent (11g) à des ellipses qui 
sont les projections du cercle sur chacun des plans 
coordonnés (Compl. 63 ). 

Pour concevoir nettement de quelle manière une 
courbe est représentée par les équations de ses projec- 
tions , il faut considérerque ces équations appartiennent 

des surfaces cylindriques élevées perpendiculaire- 
ment sur les projections (178) , de même que les équa- 
tions des projections d’une droite désignent aussi ses 
plans projétans. 

Il suit de là , que la courbe proposée résulte de 
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l’intersection des surfaces cylindriques élevées sur 
deux de ses projections , comme on l’a dit dans le 
numéro 77 du complément. 

Dans le plus grand nombre de cas , l’intersection 
de deux surfaces courbes né sauroit avoir tous ses 
points dans un même plan , et forme alors une courbe 
à double courbure ; telle est par exemple l’intersec- 
tion d’une sphère et d’un cylindre droit , lorsque l’axe 
du cylindre ne passe pas par le centre de la sphère. 

Supposons que la sphère ait son centre à l’origène 
et que le cylindre ait pour base le cercle ou son 
axe parallèle à l’axe des z ; les équations des surfaces 
contenant la courbe proposée , seront 

x“ + y* ■+■ z* — r* / 
aax — x 

on aura pour le* projections en r, 2 et en ij, 
aax — x* —y 2 
aax z* — t*. 

Cette courbe pourroit se décrire en plaçant une 
pointo de compas sur la surface du cylindre , et faisant 
tourner l’autre sur cette surface l avec une ouverture 
égale af^ rayon de la sphère. * 

Pour en trouver tant de points qu’on voudra , il 
faut déterminer les coordonnées y et z au moyen de 
l’abscisse x , par les équations des projections , qui 
donnent 

y — V' aax — x 1 = /r 1 — aax. 

On reconnaît l’étendue de ces courbes en assignant 
les cas dans lesquels les ordonnées deviennent imagi- 
naires ; or, on ne trouve de valeurs réelles pour y que 
depuis x — o jusqu’à x—aa, 
et pour z, 

/depuis x — o jusqu’à x — — , du côté positif, 

2 a 

et depuis x = o jusqu’à l’inGni du côté négatif. 

Mais 
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Mais il est évident quil ne faut prendre que la partie 
de l’abscisse x , commune aux deux projections, puis- 
qu’il suffit qu’une des coordonnées devienne imagi- 
naire pour que la courbe ait atteint sa limite ; elle ne 

s’étendra donc que depuis x— o jusqu’à x — — . 

a a 

La considération des projections elles-mêmes confirme 
ce résultat. L’équation emet^ appartenant au cercle 
AE' F'e' , fig. 66 , qui sert de base au cylindre, et PIG. 66. 
celle qui renferme x et z , appartenant à la parabole 

II" J' h", dont le paramètre = au, et la distance AI'— , 

sa 

il est évident qu’on ne peut employer à la description 
de la courbe proposée que les portions E' Aé et H“Ih", 
de ses projections , correspondantes sur l’axe AB à la 
partie AI'. 

180. Enfin , pour s'assurer analytiquement que la 
courbe proposée n’est pas plane , il faut chercher si elle 
ne peut être l’intersection de l’un dès cylindres élevés 
sur ses projections, par aucun plan. En désignant par 

Ax By - f- Ci — D 

l’équation d’un plan quelconque , son intersection avec 
le cylindre élevé sur la parabole H"I'h " sera représentée 
par les équations 

Ax + By + Ct. = D • ‘ *' ’ 

a ax -{-z* = r* ; 

la projection de cette intersection aura pour équation 
sur le plan des y et s, 

A + By + Cz = D, 

2 a J 

et devra coïncider dans tous ses points avec celle de 
la courbe proposée sur le même plan des y et z , qui est 



Trigonométrie. R 


Digitized by Google 



a58 APPENDICE. 

Or , on tire de la précédente 


2 aD-\-Ar * — 2 aCz — Az * 



il faudra donc que pour toutes les valeurs de z , on ait 

( zaD-+-Ar * — 2 aCz — Az*\* ^ % (r* — z,»)» 

a a B ) 4a* 

En développant ce résultat, on lui fera prendre la 
forme 

P z * ■+• Qz 3 + Rs* + Sz + T = o , 

les lettres P , Q, R, S et T, désignant des coefficiens 
formés des quantités A , B , C , D. Pour que cette 
équation soit vérifiée indépendamment de s, il faut 
qu’on ait séparément 

P — o, Q — o, R— o, 5 = o, T— o. 

On s’assurera par l’élimination qu’aucune de ces cinq 
équations ne rentre dans les autres , et que par consé- 
quent on ne peut déterminer les quatre coefficiëns 
A , B , C , D, de manière à satisfaire à toutes en même 
temps ; il n’y a donc aucun plan qui puisse comprendre 
la courbe proposée ; et si on vouloii déterminer z par 
l'équation ci-dessus , on ne pourrait avoir au plus que 
quatre valeurs , en sorte que la courbe proposée ne 
peut être coupée par un plan, en plus de quatre points. 
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ADDITIONS 


Observ. La réimpression de cet Ouvrage 
ayant été commencée il y a plus d'un an , 
les remarques suivantes que j'ai rassem* 
Liées dans ce long intervalle , n’ont pu 
être insérées à leur place dans le texte. \ 


ADDITION AO N®. 4»- 

L’application qu’on fait ordinairement du procédé 
de ce n°. suppose que le plan ABC est horisontal , et 
cependant il est rare qu’on puisse prendre la base AB 
dans le plan horisontal. Il seroit très-facile de modifier 
ce procédé pour le cas où la ligne AB est dans une 
situation quelconque à l’égard du plan horisontal ; mais 
sans entrer dans ce détail , je ferai remarquer que les 
• angles C AB et CB A , ne sont que les angles CAB 
et CB A réduits au plan horisontal ( 58 ) , et que dans 
le cas le plus général , il n’y a qu’à réduiré au plan 
horisontal passant par l’une des extrémités de la base 
suivant le procédé du n°. 58 , les angles observés ; 
calculer ensuite la longueur de projection de la base 
sur ce plan , en multipliant la longueur mesurée sur le 
terrein , par le cosinus de l’angle que fait la base avec 
le plan horisontal , et qu’on observe immédiatement. 

Il suffit de jetter les yeux sur la figure 67 dans la- FIG. 67. 
quelle A' Bd représente )e plan horisontal , pour recon- 
noître l’exactitude de ce qui précède. 
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a6o 

Détermination d’un point par l’ observation des angles 
compris entre les droites menées de ce point à trois 
points donnés. 

Ce problème étant d’un usage fréquent , dans un mo- 
ment ou l’on s’occupe beaucoup de la levée des plans 
et de la rectification des cartes , j’ai cru devoir en 
placer ici une solution. y . ' . 

• Lorsqu’on le considère dans le cas le plu* général , 
il se rapporte à la géométrie dans l’espace , et j’en ai 
donné la solution graphique dans le Complément des 
Élémens de Géométrie; mais quand les trois angle* sont 
dans un même plan , il y en a toujours un qui est la 
somme ou la différence des deux autres, ensorte qu’il 
suffit d’observer ceux-ci pour en conclure le premier ; 
et on peut ramener les autres cas à celui-là , en se 
servant de la réduction des angles au plan horisontal , 
enseignée dans le n°. 58. 

. La solution graphique de ce cas consiste à décrire 
FIG. 68. sur les lignes AB et AC, Jig. 68 „ deux segmens 
de cercle capables des angles BD A , CDA , observés 
au point cherché D , entre les points donnés A et B , 
A et C. Les circonférences des cercles se couperont 
d’abord au point qui leur a été rendu commun par la 
construction , et ensuite au point D qui sera le point 
demandé. Je n’entrerai pas dans la discussion des difFé— 
rens cas. que peut présenter le problème relativement 
aux diverses situations respectives des points donnés A , 
B , C et du point cherché D ; je me bornerai à faire 
remarquer que la somme des angles observés B DA , 
CDA , indique si l’on est placé dans le triangle ABC , 
ou en dehors. Dans le premier cas elle surpasse deux 
droits , dans le second elle est moindre ; et si elle 
«toit précisément égale à deux droits , on seroit placé 
sur la ligne BC. Cela est trop facile à prouver pour 
que je m’y arrête. 

' Yoici uae des manières d’appliquer à ce problème 
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ADDITIONS. flfù 

le calcul trigonômétrique. Le* données sont les parties 
du triangle BAC , et les angles observés BD A et CDA : 
je ferai en conséquence 

AB-xia, AC — b , BDA= a , CDA — fi , BAC=y , 
et je prendrai pour inconnues • 

ABD=zx, ACD— y. 

Cela posé , les triangles B AD et DAC , donneront 
sin BD A \ sin ABD ;; AB : AD , 
sin CDA : sin ACD :: AC î AD , 

a sin x 


ou 


siu a ; sin x î: a : AD — 


sin a 


b sin v 

sin.Æ : sin v V. b m . AD = — . — ~ ; 

J sin fi 

et on conclura de là l’équation 

a sin x b sin y 

sin a sin (3 ’ 

qui revient à 

a sin fi sin x — b sin a sin^ = O. 

Or , dans le quadrilatère ABDC , on a 

ACD — 4 angl. droits — AD B — ADC — BAC — ABD , 

d’oùj=4angl.droits— -a — fi — y — x; 

faisant pour abréger 

* * 

4 angl. droits — a — fi — yz=S, 
il viendra y — S 1 — x , et par conséquent 
' ti sin (3 sin x — b sin a ( sin <T cos x — cos J' sin x) =s o; 
divisant tout par sin x, on obtiendra 

/ cos oc \ 

a sin /S — b sin a ( sin <T — cos / )=o, 

• \ sin x / 

d’où on conclura 

cos x o sin fi -4- b sin « cos S 1 

cot x = . 


sm x 


b sin « sin <f 
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ADDITIONS. 


! . 

Si on partage cette expression en deux parties , on aura 

a sin fi , cos <f 

cot X — ; r — : > 

b sin a. sin <P sin <f 

, 4 ' - ' ' > ' 1 

, . _ CQS <f / a sin fi \ 

ou bien cot x = 4 — r ( r~- ?; + t ) » 

sin <f \©sin«cosa J 

ou enfin 

^ / a sin fi . \ 

cot x = cot «T ( — + î ]. 

\ b sin « cos <T / 

Voilà la question résolue , puisqu’ avec l’angle x , on 
a l’angle y et la distance AD. 

ADDITION AUX N°\ ll3 et 120. 


Il faut remarquer que la parabole peut se changer 
en une ligne droite dans deux circonstances différentes. 
Si on ayoit d’abord n = o dans le n°. 1 13 , il viendrait 

u — + f V^~p 

équation qui appartient à deux droites palallèles à l’axe 
des t. Quand on prend l’équation au '* — fi t' = o, qui 
se rapporte à l’axe ( 120 )•, on ne trouve dans le 
cas où fi = o , que l’équation au 1 * = o ; mais cette 
équation donnant deux fois u = o , reproduit 1 axe des 
abscisses comme la réunion de deux droites qui se con- 
fondent en une seule . 

JL’équation au 11 — fit/ = 0 présente encore un autre 
cas singulier lorsque a = o , car il en resuite t = o , 
équation qui appartient à une ligne droite perpendi- 
culaire à l'axe des u. 


ADDITIONS »ACX N“*. l4 a ET 


On peut simplifier de la manière suivante 1 élimina- 
tion des quantités m, n, p et q , dans cet article. 

Les expressions de a'» et de b ,x fournissent les équa- 
tions 

o'V/x* -f- a?*b*m* = a*b* , b'*a*q* 4 b'*b*p* = a*b* ; 
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en y joignant respectivement 

n* -J- m* = 1 , g* -}- p* = 1 , 

on aura deux systèmes d’équations , l’un en m* et n*, 
l’autre en p® et g*. Les formules relatives aux équa- 
tions du premier degré à deux inconnues appliquées 
au premier système , donnent sur-le-champ : 

a*Z>* — a!*b % £>®(g“ — a'*) 

n ~~ a'* a * — «7»ï* ~ o / * ( a* — > ) 

. __ d % a % — a'b x _ a» Ça'* — b*) 
a'*a® — a' “6* a'* ( a* — i® ) ' 

Pour obtenir g* et p* , il suffit de changer a ' en 6' dam 
ces valeurs , et il vient 

. — &'«) 

9 = ^(G»-^) - 

V'{a'-b') 

L’ équation 

a®/uj -f- — o 

revient à a % nq = — à*mp , 

et en la quarrant , on a 

ffbi®g* = b*m*p*. 

5i 1 on substitue dans cette dernière les valeurs de n* , 
m *> 9°> P* réduites, au même dénominateur de la ma- 
nière la plus simple , en supprimant ce dénominateur , 
on aura 

( a* — - a'* ) (a 1 — i'*)==( a '*— £• )(&'* — £*). 

Développant , réduisant et décomposant en facteurs , 
il viendra 

( af> — £4) — ( a* — £“ ) (a' a + £'•) = o ; 

puis supprimant le facteur commun a® — i® , on trou- 
vera enfin 

g® + £• = a'» -f y-. 
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»64 / ADDITIONS. 

Le calcul est le même dans le n°. 141 , en faisant 
seulement attention aux différens signes que prend la 
quantité a*b* dans les équations 

a' u b*m % — a' *0*11* — a* b *, b' l b*p * — è'*a s q* = — c?b % , 

parce qu’il faut dans le passage des valeurs de m* et 
de n* à celles de p a et de q* changer le signe de a* b*. 

( Cette remarque est du Cit. Puissant. ) 

ADDITION AUX N°’. l44 ET 146. 

Les circonstances dans lesquelles les courbes du 
second degré changent de nature peuvent se voir dans 
le cône. En effet si le plan coupant passe par le som- 
met sans entrer dans le cône , la section se réduit à un-, 
point correspondant à celui qu’on a remarqué dans le 
n°. no. 

S 

Quand le plan coupant , passant toujours par le som- 
met, entre dans le cône, on a déux lignes droites; et 
si on écarte ensuite le plan coupant du sommet du 
cône , en faisant mouvoir ce plan parallèlement à lui- 
même , on obtiendra une suite d’hyperboles, ayant 
•pour asymptotes les droites ci-dessus , rapportées ou ^ 
projetées sur le plan de la courbe , par des perpendi- 
culaires à ce plan. 

Enfin quand le plan coupant est parallèle au côté 
du cône , s’il passe par le sommet , il ne fait plus que 
toucher le cône suivant une ligne droite , mais qu’on 
doit regarder comme double ; car elle est la réunion 
des deux parties de la parabole , qui s’approchent sans 
cesse par le rétrécissement que subit cette courbe à 
mesure que le plan coupant s’approche de son con- 
tact avec le cône. 

D’un autre côté , plus on éloigne du sommet du 
cône , mais toujours parallèlement à son côté , le plan 
coupant , plus la parabole s’ouyre ou s’élargit vers son 

sommet , 
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ADDITIONS. . 265 

sommet , et tend par conséquent à s’approcher de la 
ligne élevée par ce point, perpendiculairement à son 
axe. 

ADDITION AUX N"’. l6o ET l6l. 


La quantité p , introduite dans le premier de ces 
articles, demeurant indéterminée, peut pour simplifier 
la construction , recevoir telle valeur qu’on voudra 
lui assigner, excepté zéro. 

Dans le n°. 161, on peut prendre p = a ; et par 
ce moyen les équations des deux paraboles à cons- 
truire , deviendront x* — cy , y 1 * ~~ 2 ax ; la seconde 
aura un paramètre double de celui de la première. 

\ FIN ' 608481 


AVIS. 



‘ÎT-ouæ- iftopriétaiie du yil&uu* 0uvraqo , 
uoudo déc&uouA, quo uoui teqatderourt> couiuto 
coutrefait , touu exeutpfaito qui uo jmtteraiu 
jja< 5o ta jnédeuto décfaratiqrj , eu (a jicyiialuio 
ou ta jjatap&o du i&opriétaito , attui qu’ifl 
Auiu ; eu quo uouûl, iotticiuzouâü éu juAtico , 
f’appftcatior) de ta toi , coût 10 quicouquo 
Aérait tu détempteuir, do uictwo quo coutto 
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Fautes essentielles à corriger. 


' Page 10, ligne 18, tous le radical, cos lisez cos al, 
il , ligne 18 , l’extrémité , fit ez l’autre extrémité. 

lig. a5 , sous le radical, AP, lis. A'P. 
ié> Kg- *7 . i » > Us. * ir 
a 8, lig. 16, MR , Us. M'R. 

60, lig. i, figures, lis. formules. 

3? et Ioa , dans les notes , où j’ai cité 1» corrélation des figures 
de Géométrie de Carnot , il faut substituer la Géométrie 
de position du même auteur; c'est le titre qu’il a donné k 
la seconde édition de cet Ouvrage, considérablement aug- 
mentée, et publiée depuis l'impression des notes citées. 

77 , lig. 38 , au commencement , effacez les données. 

Ibid. , AB , lis. AC. 

78, lig. a3, HB , Us. HC ; lig. a4, AB , lis. AC ; lig. a5, 
CK , lis. BK. 

S ». 99 et 100, changez U signe des valeurs de z', z" , z" 1 et 
e/ni. 

IoO , lig. 2i , effacez l’axe des abscisses. 

10a, lig. 18, après mettre, ajoutez en équation. 

I10, dans la grande accolade, lig. 3 , au lieu de B’ AC, 
Us. B' AC. 

132, lig. SJ , a, lis. Pi lig. 29, 3 px, lis. a r»; lig. 3o, o, lés. 

r 3 . , 

ï3i, ligr ag, et'. Us. d lt . 

152, lig. 4, aA< r — *! dJ , lis. ed lt — a'dj ; lig. 10, :01s le ra- 
dical C V* , lit. 4 c V 3 . 

i35, Kg. 1 1 , —e/3" , Us. — *."& ; e>, lis. e’’ ; lig. tf, a." il. 
lis. a'/?. 

l5o, lig. 14 » », Us. n 3 . 

163, lig. 8 , CÀ"'B«, Us. C"A r "B’l. 
i63, lig. 3, P" G, lis. P" B. 

>73, lig. i, dot/ , lis. 3*4' ; lig. 9, o' 3 é' a , lis. ah , ‘. 

>17, Kg. 6, augmeatef, Us. dimmusr. ; 


• - >• i - - >' t 
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Livres qui se trouvent chez Cou R Cl En, Imprimeur - 
Libraire, Quai des Augustine : b*, ’ji. 

Collection des mémoires relatifs à l’histoire de France. 64 
vol in-8’. Prix broché, 108 francs. 

Dictionnaire critique de la langue française , par M. 
l'abbé Féraud, auteur du Dictionnaire grammatical. 3 voL 
in-4 0 . Prix a 4 fr. 

Dictionnaire de Vosgien, nouvelle édition. Prix 7 fr. 5 oo. 

Dictionnaire élémentaire de botanique , par Bulliard , 
revu et 'entièrement refondu par Louis-Claude Rîfhard , 
professeur de botanique. 1 vol. in-8”. , orné de 20 planches 
gravées en taille doudP par Sellier. Prix 7 fr« 

Dictionnaire littéraire. 3 vol. 9 fr. 

Dictionnaire latin-franoais , par Boudot , in-8". Prix 7 fr. 

Idem français-latin , 6 fr. 

Dictionnaire portatif allemand et français , contenant le* 
mots techniques relatifs à l'art d’exploiter les mines , aux' 
fonderies , aux boqnards , aux laveries , aux différèns pro- 
cédés métalurgiques et docimastiques, oit se trouvent le* 
noms , tant en allemand qu’en français , des fourneaux , ma- 
chines , outils et ustenciles & l’usage des travaux dès mines , 
ainsi que ceux des veines ou filons ; des substances métal- 
liques et minérales , etc. ; par le citoyen Duhamel , membre 
de l’institut national , et inspecteur des mines de la répu- 
blique française. An IX. 1 vol. in-8". Prix 3 fr. 

Eléraens raisonnés de la langue russe , ou principes géné- 
raux de la Grammaire , appliqués à la langue russe , par 
fauteur du nouveau système de lecture, a vol. in-8°. Prix 
>a fr. 

Dictionnaire de l’académie, a vol, in- 4 ". Prix 3 o fr. 

Dictionnaire de rime, par Ricbelet. 1 vol. relié. Prix 6 fr. 

Dictionnaire raisonné de physique. 6 vol, in-8”. et atlas 
in-4"- P« x 36 fr. 

Elémens de la Grammaire allemande , par P. A Basset 
Prix a fi. 



Géographie de la France* 4 vol. in*ia , avec carte. Prix 5 fr. 

Grammaire française de Condillac i vol, in-12. Prix. 2 Ir. 

Grammaire anglaise-française, par Mege et Boyer. 1 vol: 
in-12. Prix a fr. 

Grammaire de Wailly , in-12 , 10'. édition. Prix 2 fr. 5 oc* 

Abrégé du même.. 1 vol. in-ia. Prix 90 c. 

Grammaire italienue et française, vol. in-12. Prixafr. 5 oc. 

Traité du style et des principes de lecture et de prononcia- 
tion. 2 vol. in*8'’. Prix 9 fr. 

Grammaire philosophique , ou la métaphysique , la lo- 
giquo % et la Grammaire, réunies en un seul corps de doc- 
trine ; par DiaunoKNà TH 1 EBAULT , professeur aux écoles 
centrales . membre de l'academie royajp de Berlin , et de la 
•ociété libre des sciences , lettres, et 8its de Paris; auteur du 
traité du style , et des principes de lecture et de prononcia- 
lion. 2 vol. in-8“. Prix 7 fr. 5 o c. 

Traité du Style , publié par le même auteur. 2 vol. in-8 u * 
Prix 9 fr. 'et 1 1 fr. 2â ceut. francs de port. 

11 fuit ajouter , pour recevoir ces ouvrages franc de port 
par la poste , 1 fr. 5 o c. par vol. in-8“., et 75 c. par vol. 
in-12. 

Nota. On trouve aussi chez le même libraire , tous 1 rs 
ouvrages Mathém atiques , tant anciens que modernes, qqi 
composaient le fonds de librairie de J, B. M, Duprat , dont 
il est devenu propriétaire, > » S 
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